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PRÉFACE. 


Le  troisième  Volume  de  mon  Traité  de  Mécanique  céleste,  que  je 
publie  aujourd'hui,  se  rapporte  à  un  seul  objet  :  la  théorie  du  mouve- 
ment de  la  Lune. 

J'avais  espéré  un  moment  que  je  pourrais  y  joindre  les  autres  sujets 
non  traités  encore  et  terminer  ainsi  mon  Ouvrage;  mais  j'ai  compris 
bien  vite  que  cela  était  impossible,  et  je  me  suis  décidé  à  consacrer  un 
volume  entier  à  la  théorie  de  notre  satellite. 

J'ai  donné  des  aperçus  de  toutes  les  théories  importantes  proposées 
jusqu'ici,  cherchant  à  rester  clair  malgré  la  concision  qui  m'était  impo- 
sée. Le  lecteur  verra  défiler  ainsi  devant  lui  les  travaux  de  Newton, 
Clairaut,  d'Alembert,  Euler,  Laplace,  Damoiseau,  Plana,  Poisson, 
Lubbock,  de  Pontécoulant,  Delaunay,  Hansen,  Gyldén ,  Hill , 
Adams,  —  Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  les  travaux  anciens,  quand 
ils  émanent  d'hommes  de  génie;  plus  d'une  tentative  récente  vient  se 
souder  aux  essais  antérieurs  et  se  trouve  ainsi  mieux  mise  en  lumière. 

Le  Volume  se  termine  par  un  exposé  de  l'état  actuel  de  la  théorie  de 
la  Lune. 

Je  dois  remercier  M.  Gallandreau  et  M.  Radau  du  concours  qu'ils  ont 
bien  voulu  m'apporter.  Le  Chapitre  XVIJI  est  la  reproduction  presque 
textuelle  d'un  Mémoire  récent  de  M.  Radau  {Annales  de  V Observatoire 
de  Paris;  Mémoires^  t.  XXI). 

Le  Tome  IV  comprendra  le  calcul  des  perturbations  des  petites  pla- 
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nètes  par  les  méthodes  de  Caiicliy,  de  Hansen  et  de  M.  Gyldén,  le 
calcul  numérique  des  perturbations  des  comètes,  la  théorie  des  mouve- 
ments des  satellites,  et  une  série  de  sujets  détachés  tels  que  :  la  capture 

des  comètes,  l'influence  du  miheu  résistant,  J'espère  que  la  variété 

des  questions  donnera  de  l'intérêt  à  ce  quatrième  Volume  qui  sera  le 
dernier. 


21  septembre  1898. 
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CHAPITRE  I. 

INTRODUCnON.  -  ÉTUDE  DE  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE 

+  J7(7^4-  2^1  C0&2t)  —  O. 


1.  Etude  de  l'équation 

ce 

(«)  +.r(^2_^2^lCOS20  =  O. 

Cette  équation  est  un  cas  très  particulier  des  équations  différentielles  linéaires 
à  coefficients  périodiques,  considérées  d'une  manière  générale  par  M.  É.  Picard 
et  M.  Floquet.  Pour  établir  ses  propriétés  d'une  manière  simple,  nous  adopte- 
rons d'abord  l'exposition  de  M.  Callandreau  {Astron.  Nachr.,  n'»  2547). 

Soit        une  solution  de  l'équation;  on  aura  aussi  les  suivantes 

^{t^Tz),    ^{t-v-iTi),  ^{t-\~?,Ti), 

cela  tient  à  ce  que  le  coefficient  de  x  est  une  fonction  périodique  de  /,  à  pé- 
riode Tî.  On  sait  qu'avec  deux  solutions  différentes,  ^{t)  et       +  tt),  de  l'équa- 
tion linéaire  {a)  dépourvue  de  second  membre,  on  peut  former  toutes  les  autres, 
T.  -  III.  ' 
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et  en  particulier  ^(^  +  2Tr).  On  aura,  en  désignant  par  Ao  et  A(  deux  constantes 
convenablement  choisies, 

(0  ^(^4-27r):r::Ao^(0  +  Aid;(^  ^71). 

Si  ^(t)  et  ^(t  +  tt)  n'étaient  pas  deux  solutions  différentes,  on  devrait  avoir, 
en  désignant  par  Bq  une  constante, 

(2)  ^{t  +  r.)  =  'Bodj{t). 

Cela  posé,  je  dis  que  l'équation  différentielle  {a)  admet  une  intégrale  F(/) 
telle  que  l'on  ait 

(3)  F(^  +  7r)  =vF(0, 

en  représentant  par  v  une  constante  différente  de  l'unité. 

En  effet,  supposons  d'abord  réalisée  l'hypothèse  qui  conduit  à  la  relation  (2)  : 
la  condition  (3)  sera  vérifiée,  si  l'on  prend 

Ce  cas  exceptionnel  écarté,  nous  allons  montrer  que  l'on  peut  prendre 

(4)  r(0^^(^  +  7r)  +  vi^(0, 

où  v^  désigne  une  constante.  En  substituant  cette  valeur  de  F(/)  dans  l'équa- 
tion (3),  il  vient,  en  effet, 

a>  (  ^  +  2  71  )  +  (  V 1  —  V  )  d;  (  ;  +  71  )  =  vv  1  4;  (  0 , 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  la  formule  (i), 

(Ai4- Vi  —  v)  tj>(«  +  7r)  4-  (Ao  —  vvi)  =0. 

Cette  équation  deviendra  une  identité,  si  l'on  détermine  v  et  v^  par  les  condi- 
tions 

d'où 

A^j-_\/ÂJT4Ao               -  A,H- v/AJ  +4Ao 
2  '   ^  

La  fonction  F(^),  déterminée  par  la  formule  (4),  vérifiera  bien  la  condi- 
tion (3).  Cette  condition  donne,  d'ailleurs, 

F(7i)iz--vF(o),       F(-7r)=  ^F(o), 
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d'où  l'on  tire 

I      F(7r)  +  F(-T-)_ 

(5)   fW) 

2.  Considérons,  d'une  manière  plus  générale,  l'équation 

^^-^  -\-  .T        Çi  COS  2  i7  =  o, 

OÙ  le  signe  ^  sera  supposé  contenir  un  nombre  limité  de  termes.  On  en  déduit, 
en  différentiant  p  fois,  et  faisant  ensuite  ^  =  o, 

jo    \~di^)r       ^  V  ^^--^  A 

p(p-i)(/>-2)(/>-3)  ,  _  _^ 
 1.2.3.4  "'V^/^^-Vo 

OÙ  l'on  a  fait 

i 

En  donnant  à  /?,  dans  la  relation  précédente,  les  valeurs  o,  2,  4,  puis 
I,  3,  5,  . . on  obtiendra 


dt'  Jo  \  dt*  A 

où  les  quantités  1  et  [7.  sont  des  fonctions  de  ^2,  •  •  •  ;  après  quoi ,  la  série  de 
Maclaurin  donnera 

(6)  x  =  .Xof{t)-hx',(^{t), 

OÙ  l'on  a  posé 

•'^'^  1.2  1.2.3.4 

Ces  séries,  qui  sont  convergentes  dans  toute  l'étendue  du  plan,  ne  con- 
tiennent, comme  on  voit,  la  première,  que  des  puissances  paires;  la  seconde, 
que  des  puissances  impaires  de  t.  On  a,  d'ailleurs, 

/(o)  =  i,       9(o)=ro;       /'(o)  =  o,  cp'(o)=ri; 
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^0  et  x'^  étant  arbitraires,  la  formule  (6)  donne  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion différentielle,  de  sorte  qu'on  aura  aussi 

F(0  =-^o/(0  +  9(0- 

On  en  conclut 

F(Tr)  =^o/(7r)  +  9(7t), 
F(— 7:)  =  ^Co/(7t)  —  9(7t), 
F(o)  z=zœ^, 

d'oii 

F(7r)  +  F(-7:)r=2F(o)/(7:). 
La  formule  (5)  donnera  donc 
(7)  '  _F(7r)4-F(-7r) 

On  peut  ainsi  calculer  v  en  partant  d'une  intégrale  quelconque  F(;)  satisfaisant 
ou  non  à  la  condition  (3);/(7r)  est  la  valeur  que  prend,  pour  x  =  iz,  celle  des 
solutions  de  {a)  qui  est  une  fonction  paire  de  t  et  se  réduit  à  l'unité  pour  t  =  o. 
On  trouve  aisément 

/(  0  =  I  -  ( 4- 2  ^0 +  [(     -I- 2  ry 0^  4- 8 ]  — il-  -  .  .  . . 

En  remarquant  que  le  second  membre  doit  se  réduire  à  cosy/  lorsque  =  o, 
on  en  conclut,  pour /(ir),  une  expression  de  la  forme 

OÙ  les  coefficients  a, ,  y.^,  . . .  sont  des  fonctions  connues  de  q.  Dans  les  applica- 
tions courantes  de  l'équation  {a)  à  l'Astronomie,  q  n'est  pas  égal  à  un  nombre 
entier,  et  q^  est  petit;  la  valeur  absolue  de /(u)  est  donc  inférieure  à  l'unité. 
L'équation  (7)  donne 

donc  V  est  une  expression  imaginaire  de  module  i,  et  l'on  peut  faire,  en  dési- 
gnant par  h  une  quantité  réelle. 

Les  équations  (3)  et  (7)  deviennent 

(9)  F(^  +  7r)  =  E/'^v/^F(0, 

(10)  cos/i7T=/(7î)  =z  cosgn  +  ocig^-i-  oc^cj^  +  

Si  l'on  pose 

(11)  0(O  =  E-'"v/^F(O, 
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on  en  conclut,  en  ayant  égard  à  l'équation  (9), 

0(^  +  71)  =  0(0- 

Donc  &(t)  est  une  fonction  périodique  de  t,  à  période  tz,  et  l'on  a,  en  série  con- 
vergente, 

+00 

après  quoi,  la  formule  (11)  donne 

-t-  ^ 

F(_  est  aussi  une  solution  de  l'équation  différentielle;  en  ajoutant  et  re- 
tranchant, on  a  les  deux  solutions 

^  Y];  cos(A  +  2ï)^    et    2  Y),- sin(/i  +  2i)^. 

Multiplions-les  par  cos^  et  —  sin^^,  désignant  une  constante  arbitraire,  et 
nous  aurons  enfin  cette  solution 

Remarque.  —  Les  raisonnements  précédents  s'appliquent,  sans  modification, 
à  l'équation 

H-  cos2<  +  2^2  cos/i^  H-       cos6i  4-  .  .  .)  =  o, 

que  nous  rencontrerons  bientôt  dans  les  belles  recherches  de  M.  Hill  sur  la 
Lune  :  il  n'en  est  plus  de  même  pour  ce  qui  suit. 

3.  Détermination  de  A.  Méthode  de  M.  Lindstedt.  —  Substituons,  dans 
l'équation  {a),  l'expression  {b),  dont  nous  avons  démontré  à  la  fois  l'existence 
et  la  convergence;  nous  trouverons 

ou  bien,  en  changeant  i  en  i  —  i  et  en  «  +  i  dans  les  deux  derniers  termes, 

2]        —  (A  +  20']y]/  +  '7i(y)<+i  +  y)/-i)|  COS((^  +  i0)  =  O. 
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Cette  équation  sera  vérifiée  identiquement,  si  nous  astreignons  les  y],  à  véri- 
fier les  échelles  générales  de  relation 

(X2)  [{h+  2iy—  q^]f]i    =qi{-f],+i  +Tn,_i), 

(l3)  [(A  —  2iy—  7']^-/=  ^1  +  ^-'-l)- 

Faisons 

M,=:   %  M_,=  -;^  %  

M,- et  M_j  seront  petits  à  cause  du  facteur  ç^,,  et  tendront  vers  zéro  quand  «croîtra 
indéfiniment,  à  cause  du  diviseur       La  relation  (12)  donnera 

d'où  ^ 

(ID)  — 


d'où,  en  changeant  i  en  « -h  i ,  « -h  2,  . . .,  et  remplaçant  chaque  fois  -^j 


jiaçaiii  ciiMijut;  luis 

par  leurs  valeurs  déduites  de  la  même  formule, 

■ni  Mi 


(16) 


M,-+,  M,- 

I 


On  aura  de  même,  en  partant  de  (i3), 

(17)  =:   


(t8) 


■n-f+i  M_,-M_,-_i 
I  — 


Les  fractions  continues  (16)  et  (18)  convergeront  rapidement,  parce  que 
M;Mj+,,  M/+,M/+2»  •  •  •»  M_^M_,_<,  . . .  contiennent  ^;  en  facteur.  On  aura,  en  par- 
ticulier, 

.      .  Y),  M, 
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La  relation  (12)  donne,  d'ailleurs, 

En  portant  dans  cette  relation  les  expressions  (19)  et  (20)  de  y],  et  y]_,,  et  rem- 
plaçant en  même  temps  les  par  leurs  valeurs  (i4)»  on  trouve,  pour  détermi- 
ner h  en  fonction  de  ^  et  </, ,  cette  équation  transcendante 


ff'—  {h  +  2)2 


[^2_(/,_^2)2J|-^2_  (A  +  4)2] 


|-^2_(/,^4).]|-^2_(;,_^6)2] 


72—  (A  —  2)- 


Le  second  membre  de  cette  équation  ne  change  pas  quand  on  remplace  h  par 
—  A;  de  sorte  que,  quand  on  prendra  les  réduites  correspondantes  des  deux 
fractions  continues,  on  aura,  pour  déterminer  A,  des  équations  algébriques  qui 
ne  contiendront  que  des  puissances  paires  de  l'inconnue.  La  convergence  des 
fractions  continues  précédentes  a  été  examinée  complètement  par  M.  Bruns 
{Astron.  Nachr.,  t.  GVI,  n«  2533). 

Nous  allons  développer  les  résultats  généraux  qui  précèdent,  en  supposant 
q^  petit;  si  nous  consentons  à  négliger  seulement  q],  l'équation  (c)  pourra 
s'écrire 


(A  +  2)2( 

q\ 


I  + 


{h-2YV'^[q'- 


(A-2)2][ry2-(A-4)^])' 


OU  bien,  en  effectuant  les  calculs, 

cf  —     —  4 


21) 


^  (^2_/j2_^)2_  jt5/^2 

^^6_yt(3A2_|_24)_^^2(3A4^i28A^+i44)  —  /<^—io4A^— 656/1^-256 
"^^^^  [{q'-  —  lî'—^y—l&h^Y[{q^  —  h^—lÇ>Y—Ç,^l^^^\ 

Cette  équation  se  prête  très  facilement  aux  approximations  successives.  On 
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peut  d'abord  négliger  la  deuxième  partie  du  second  membre  et  remplacer,  dans 
la  première,     par    ,  ce  qui  donne 

(22)  q''—h^  =  ,  li'—q'-^ 


i6(i  —  q'-)  2(1  —  q'^) 


On  peut  maintenant  remplacer  Iv ,  dans  le  terme  en  q\  de  l'équation  (21), 
par  q^y  et  par  la  valeur  (22)  dans  le  terme  en  q\  ;  il  vient  ainsi 
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r-h  _-^q-  ^^^^  -^l3,(,_^.).(4__^-.) 

1  —  q'^ 

_       <^\         4    3  —  1  +  29-^ 

~  ~  2(1  —  -  ^/î  16(1  —  ^2)3  —  ^'l  32(1  -^2)2(4  —  ^^--i)' 

d'où 

On  en  conclut,  par  la  formule  du  binôme  et  avec  la  même  approximation, 

  r  q\  ,      10  g'*  —  35y^+  8  "I 

L'"^  4^^(i-^^)  "'^^64^Hi-^^r(4--7^)J  ^ 

Telle  est  la  formule  qui  nous  permettra  de  calculer  A  dans  les  applications. 
Qn  peut  écrire  aussi 

lig{i  —  q^)       &[^q\\  —  q^Y{k  —  q')  J 

d'où,  par  la  série  de  Taylor, 

I  cos Att  =  [i  -  3,/[;!:^.).  +  ■  •  •]  cos.y ;r 

Cette  équation  a  été  employée  par  M.  Adams,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 
4.  Calcul  des  coefficients  tu.  —  Nous  allons  effectuer  ce  calcul  en  négli- 


(1)  Le  terme  suivant  dans  le  crochet  est 


g  To5<7io—  ii55?»+  38i5r/6  —  47057'^ -4-  1632^^2—  288 
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géant  q\.  Les  formules  (19)  et  (20)  donnent  d'abord 


9 


=M,(i  +  M,M,),       ^  =M_.(i  +  M-iM_,). 

On  a,  d'ailleurs, 

2(1 -'7')     ^'(i— '7') 

M_i  =  =  =^     y-       ,  .,3  '^-V 


M, 


(A+4)2_^2       8(2  +  . y) 


_  „_  q\ 


Il  en  résulte,  après  quelques  réductions, 


'Hl    —       7i       _  3        (/^H-        +  157  +  16 

Y)o    ~  4(1  +  7)  1287(1 +  r/)^*(2 +  7)  (i—~7y' 

yi-i         7i     _  3      7^—47^  +  157  —  1 6 
■^0  ~4(i-7)  1287(1-7)3(9. -7)  (i^fT^' 


On  a  ensuite 


d'où,  en  remplaçant  y],,        Mo  et  M_o  par  leurs  valeurs  précédentes. 


Ylo         32(1  +7)  (2  +  7)  Y)o  32(1  —  7)  (2  —  7)  ' 

On  a  enfin 

■^3   _^    ^         71  7i 


■02  '       (7  +  6)2—7-      12(3  +  7) 

_____  7.         _  71 


m-2  (7  —  6)2 — 72  12(3—7) 

•^3  _    7Î  ^-3  _ 


■no~    384(1  +  7)  (2 +  7)  (3 +  7)  •'^o       384(1 -7)  (2 -7)  (3 -7) 

En  tenant  compte  de  tous  ces  résultats,  l'intégrale  générale  (b)  de  l'équa- 
ï.  -  III.  2 


lO 

tion  (a)  peut  s'écrire  ainsi 


CIIAPlTrxE  I. 


=  cos  w  +- 


i  lia 


9i 


g^-\-  417^+  i3(7  +  16 


.4(1 +  V)  128^(1 +  ^)^(2  +  r/)  (i  — ^) 

qi  3       r/^  —  4  y-  +  1 5  7  —  j  6 

_4(i-r7)  1287(1-7^^}  (2 -7)  (iH-r/) 

'  7]  

_32(I  (2+7) 

32(1  —  7)  (2  — 7) 

ql 


cos((i^  +  9) 
cos((v^  —  9) 


L384(i  +  7)(?'+'/)(3  +  7) 


.384(1  -7)  (2 -'7)  (3 -7) 


-h.  .  .  J  COS((V  +2  5) 
+  .  .  .  J  COS(«''  —2  9) 

,  .  j  cos((ï^  +3  9) 


+  .  . .  J  cos(w  —  3  9) 


On  pourra  consulter  avec  fruit  un  Mémoire  de  M.  Poincaré  (Bulletin  astrono- 
mique, t.  III,  p.  57),  dans  lequel  les  formules  (d)  et  (e)  sont  établies  par  un 
procédé  entièrement  différent. 

5.  Intégration  de  l'équation  («)  avec  second  membre.  —  Nous  considé- 
rons l'équation 

{a')  +  0^(7^+ 271  cos2i)  =  W, 

OÙ  l'on  a 

H,-,    et  bi  désignant  des  constantes  données.  Posons 

Cl  = -/îo  cos^',       C2  =  — -Oo  sinij', 

ccy  —  cosJît  +  — -  — . .  .    cos(/?i+  0)  +  — - 
[4(1  + ry)         J  L4(i-f7) 


(25) 


^5  =:  s'in  ht  + 


g) 


."j  cos{ht—  9)  +... , 
.  J  sin  {ht  —  6)  +...  ; 


X,  et  X.,  seront  deux  solutions  particulières  de  l'équation  (a)  vérifiant  donc 
identiquement  les  relations 


(26) 


+  ^2(y^+  271  C0S2«)  =  O, 
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d'où  l'on  conclut 

oc  I 


,     ,  dx.^  dx, 

c  désignant  une  constante.  L'intégrale  générale  (e)  de  l'équation  (<7)  pourra 
être  mise  sous  la  forme 

(28)  =  Ci^l  4-  C2.2?2« 

Nous  conserverons  la  même  forme  pour  représenter  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (<2')'  niais  et  C2  seront  des  fonctions  de  t  qu'il  s'agit  d'obtenir. 
Nous  n'aurons  qu'à  suivre  la  méthode  générale  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires;  nous  astreindrons  d'abord  C<  et     à  vérifier  les  relations 

(29)  ^^_+^,__-^o; 
nous  aurons  ensuite 

, .  OC      .-^  d"  oc ^      ^  d"  oC'^      doc ^  ^/Cj      doc^  ^/Cg 

^  IlF  ~   '~d^ ^  ~dX  ~dt  ^  lit  ~dt' 

Substituons  les  expressions  (28)  et  (3o)  dans  l'équation  et  tenons  compte 
des  relations  (26);  nous  trouverons 

(.-,  .  doc \  d^li\       doc ^  dK_i<n      •■-» T 

'  dt    dt        dt  dt 

Les  formules  (29)  et  (3i)  donneront,  en  ayant  égard  à  la  condition  (27), 

C^Cj  I  -K-jr  dQi^  I 

d'où,  en  désignant  par  oC,  et  oC,  les  variations  de  C,  et  Co,  tenant  à  la  présence 
de  W, 

oCi——^J''Wx2dt,        ôCa-  -^  JWx^dt. 

La  formule  (28)  donnera,  poui'  la  correction      de  l'expression  (e), 

àx  =  Xi  ôCi  +  x^  dCi , 

OU  bien 

àx  —  ^  ^Xi    Wxi  dt  —  x^  ^ W.r2  dt^  ■. 


4(1- 

71 

4(1- 

q) 

7i 

4(1- 

q) 

Vi 

4(1- 

9) 

COS  [(/i  - 

-2)^  ], 

si  11  [(A  - 

-2)^  ], 

COS  [(/i  - 

sin  [(A  - 

-2)^']. 
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11  est  possible  de  mettre  cette  expression  sous  une  forme  qui  facilite  les  cal- 
culs; désignons,  en  effet,  par  et  ce  que  deviennent  x^  et  quand  on  y 
remplace  ^par/';  nous  pourrons  écrire 

(32)  àœ=~    J^^ocio:'^  — x^x\)  dt^  , 

en  convenant  de  regarder  dans  l'intégration  t'  comme  une  constante  et  faisant 
t' =  t  une  fois  l'intégration  effectuée. 

Nous  allons  calculer  en  négligeant  q]  ;  les  divers  termes  dont  se  compose  W 
seront  toujours  petits  dans  les  applications,  et  l'approximation  ainsi  obtenue 
nous  suffira;  il  sera  d'ailleurs  facile  de  la  conduire  plus  loin  si,  dans  une  ques- 
tion spéciale,  on  le  juge  nécessaire.  Nous  pourrons  donc  prendre 

a;i  =  Q,os>/it  + — r  COS  [(A  H- 2)  n  ' 
4(1  +  ^) 

^'2  =  sin  ht  H-  7 — ~ — ^  sin  [(  A  H-  2  )  ^  1 
4^1  +  ^) 

x'.  =  cosA^'h-  -r~ — :  COS  [(A  4-  2)  t'^ 
k{\  +  q) 

x\  —  sin  lit'-\-  — ^  sin  [(  A  +  2  )  ^'  ] 
4(1  +  7)      "-^        '  ^ 

Nous  en  déduirons  aisément 

(33)  c  =  ^1        —  =:  A  +...==  ^  +  des  termes  en  q\, 

x^x\  —  x^x\  —  sinh{t  —  t')  -+-  ^^^^     j  sin  [(A  +  2)  ^  —  hi']  +  sin  [ht  —  (A  +  2)  ^']| 

+  !  sin  [(A  —  2)  ^  —  ht']  +  sin  [ht  —  (  A  —  2)      j . 

Il  faudra  multiplier  cette  dernière  quantité  par  l'expression  (24)  de  W.  Un 
terme  quelconque  du  produit  —^N{x^x[^  —  x^x\)  sera  de  la  forme 

—  H,-  sin  [{h+j)t—{h+J')t']  COS  {lit  +  bi) 

r=  -  ^  H,  sin  [(A  +y  +l,)t~{h~hj')t'-^  bi] 

-    H,  sin  [(A  +y  -l,)t-{h  +/)  t'  -  bi]  ; 

en  intégrant,  on  trouvera 

jj  cos[(A  +  ,/  +  //)  t—{h+f)  t'-hb,-]  cos[(A+y-  /,)  ^-(A  +  /0  i'- bj] 

2(/*+y  +  A)  2(A-+-y-^/)         '    '  ' 
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Quand  on  fait  l'  —  t,  cette  expression  devient 

^  COS[(.y-,/)^  +  0,-]    ^  cos[(/-/O^-0,] 

On  devra  ensuite  donner  à  J  et  y"  les  valeurs 

j=o,       J'=o;       j  =  2,       J'=o;       J  =  o,  y'=2; 
J——2,        i'—o;       j—o,  =  — 2. 

On  trouvera  ainsi  sans  peine,  en  ayant  égard  aux  formules  (32)  et  (33), 


if) 


q  +  h      q  —  li 

4(1  +  9') 


4(1-9') 


2  + 
1 

v 

I 

q  -4- 

2  — 

\  

q 

+  A- 

1 

9  — 

2  — 
I 

II 

\ — 
q 

^li 

q  — 

2  + 

li 

\ — 
q 

-li 

cos(9i+  0) 
(9,-0)] 

(^.■+0) 


cos 


On  voit  que,  si  l'on  néglige  q\,  chacun  des  termes  H^cosG,-  de  W  en  produit 
trois  dans  avec  les  arguments  G,,  G,±  Q;  si  l'on  gardait  les  termes  en  q\,  on 
aurait  les  nouveaux  arguments  G^dz  2 G. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (a')  sera  la  somme  x -\-  ox  des  expres- 
sions (e)  et  (/). 

Dans  les  applications  à  l'Astronomie,  nous  rencontrerons  l'équation  (a') 
sous  une  forme  un  peu  différente,  savoir 


(A) 


X  2a  cos  (Xp  4-  (3)]     ^  Aj'cos  (A^t^  4-  (3,)  —  ^  A,cos3-f. 


On  passera  de  l'une  à  l'autre  en  posant 


2 1  =  A  p  H-  [3, 


4  a 


Nous  ferons  en  même  temps  h=  ^  [x,  et  nous  trouverons  sans  peine  que  l'in- 
tégrale générale  de  l'équation  (A)  s'obtient  en  posant 


i4 

et 
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=  fio  cos w  +  y  Y)o  |^^~T~Q  cos  (  w  +  À  (•  4-  [3  )  +  — "^-^  cos ( (-r  —  >,   —  [3 )J 


a 


(A  +  Q)(A  +  2Q) 
I 

(A-Q)(À-2Q) 


cos(n'  +  aXr  +  2[3) 
cos(n'  —  aAt^  —  2(3  )J 


Aj  cos 


(C) 


2XQ 


2AQ  2  [ 


I      /        I  I 


AjC0s(&j  +  >^<^  +  [3) 


Aj  cos  (S-,-  —  At'-  —  (3) 


Les  termes  non  écrits  dans  la  dernière  partie  contiennent  en  facteur  a-,  a%  ... 

et  les  arguments  Sr,  ±  2(A^  +  p),     ±  3(Xç' +  [51),          On  pourra  consulter, 

pour  plus  de  détails,  la  page  7  de  mon  Mémoire  Sur  une  équation  différen- 
tielle, etc.  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  II). 

6.  En  terminant  ce  Chapitre,  nous  croyons  utile  de  montrer  comment  on  pour- 
rait développer  la  fonction  paire  f{t)  du  n°  2  suivant  les  puissances  de  q^  ;  on 
en  déduira  un  autre  procédé  pour  obtenir  la  quantité / (ir),  qui  joue  un  rôle  im- 
portant, comme  on  l'a  vu  ci-dessus. 

Nous  ferons 


(34) 


en  substituant  dans  {a)  et  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  ^1,  on  trouvera 


d^X, 
d'X, 


dt' 


+  5'^  Xj  +  2  Xfl  cos  2^=0, 
4-^^X2+2X1  C0S2^  =.  0, 


df- 


+      X3  +  2  X2  COS  2^=0, 


<r/^X; 

5'^  X4  4-  2  X3  COS  2^  —  0, 
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Nous  prenons  comme  intégrale  de  la  première  de  ces  équations 

Il  suffira  de  trouver  des  intégrales  particulières  des  équations  suivantes,  et 
l'on  pourra  négliger  les  termes  en  cos^^  parce  que  le  coefficient  de  cosqt  dans  x 
est  supposé  égal  à  i  ;  on  trouve  d'abord 

-V  7^X1  H-  cos     +  2)  ^  +  cos(^  —  2)  /;  =  o. 
On  en  déduit  sans  peine 

L'équation  différentielle  relative  à  Xo  devient  alors 

cos(r/  +  4)^      I      I  cos(^7  — 4)^ 

dt^  4(1  + 7)         2  i  —  cp       ^  [\{i  —  q) 


On  voit  ainsi  s'introduire  un  terme  en  cosqt,  qui  fera  sortir,  dans  Xo,  le  temps 
des  signes  sinus  et  cosinus.  On  obtient  facilement 

cos((7-i-4)^  cos(i7  — 4)^  ^sin^^ 


'  ^"  32(n-^)(2  +  r/)   '   32(1 -7)  (2 -7)  ^q{i-g' 
On  trouve  ensuite 


<^^X,                    cos(7  +  6)<  cos(q-{-2)t 
—   '  72X3+—  - — ^  -  +  7 


d'où 


t/^'^         ^  32(1  +  ^)  (2  +  (7)        32(1       7)  (2  +  7) 

C0S(7 —  2)^  COS{q  —  6)  ^ 

32(1  — ^)(2  — ^y)       32([  —  7)  (2  —  ry) 

tsin{q  +  2)t      tsm{q  —  2)  t 
47(1  —  9'')  47(1  — '7') 


„  _   cos(7  +  6)  ^  <y^+  4<7'  +  1 5 7  +  1 6 

''^  384(1 +  7)  (2  +  ^)  (3  +  ^)      128^(1  — 7^  j  (1  +  ^)2  (2  4-^)^°^^'^  "^^^^^ 


,  7^—47^+137  — 16  ,         ,  cos(7  — 6)^ 


i287(i-7^)(i-7)M2-7)  '       384(1-7)  (2-7)(3-7) 

^sin(7  +  2)^  ^sin(7  — 2)^ 

167(1  —  7')  (i  +  7)      167(1  —  7'')  (i  —  7) 
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On  trouve  ensuite,  après  réduction, 


d^Xj^   COS(^  +  8)  ^  +  1 1  r/^+  /jO'y^H-  91  y  H-  72 

~dt^^~^^       ^  384(1  +  ^7)  (2+ ry)  (3 +  ry)      ,92  ry  ( ,  -  r/^  )  (i  +  ry  )M  2  + -7)  (3  +  .y  ) 


cos(7  +  4)  ^ 


cos(7  —  ^)  t 


cos{q  —  8)  ^ 


,g2q{i-q^)ii-gr{2-g){6-q)-"''      ^'^  '  38/l(i  -  ry)  (2  -  7)  (3  -  r/) 
t^\x\{q-^^)t  tsinqt  ts\n{q  —  li)t  i3q-—25 


167(1-72)  (i  +  <7)     87(1-7^)'-     i67(i-7'-)(i-7)  32(1-7^)3(4-7^) 
et  il  en  résulte 

cos(7  +  8)?  7^^+77^+3272+747  +  54 


COSqt  =  o. 


6i44(i+5')(2  +  7)(3  +  7)(4  +  7)     76^7(1- 5'')  (i  +  5')M2  +  5')M3  +  5') 


cos(7  +  4 )  ^ 


7*—  77^+  3'J.q^—  747  +  54 


cos(7  —  4)  ^ 


cos (7  —  8)  ^ 


(38) 


7687(1 -72)(i- 7)2(2 -7)2(3-7)  ^'       6x44(1 -7)  (2-7)  (3-7)  (4-'7) 

«sin(7  +  4)^  ^sin(7  — 4)^ 


1287(1-7^)  (1  +  7)  (2 +7)      1287(1  — 7-)  (1  —  7)  (2  —  7) 


i57*—  3572+8 


647'(r-7^)M4-'7^) 


—  t  smqt 


3272(1  —  72 


L'expression  cherchée  pour  œ  se  déduit  maintenant  des  formules  (34),  • . .,  (38). 
Si  l'on  donne  à  x  dans  cette  expression  les  valeurs  o  etî:,  on  trouve  les  ré- 
sultats 


^0  =  I  + 


7''+  127*^ —  14372+  226 


2(1-7-^)  l6(l_72)(4_-72)^l  32(l-72)3(4_72)(9_,y2)  /i 

3^/10  _  33^^8  ^  ,o(^^^6  _  50437*  +  4198872  —  54304 


^0-  : 


1  024  (  I  —  72  )3  (  4  _  72  )2  (  9  _        )     j  6  _  -) 


71  sin77r 


3272(1-72)2 


 7]   157*—  3572+8  , 

^n\^-'f)  ~  87(1-72)2  +  64?cr^=WT4^=^^' 


7Î  + 


647(1  -  72)2  (4  -  7^) 

On  en  déduit,  en  divisant  la  seconde  expression  par  la  première  et  réduisant. 


/(tt)  =       =  008771 


71  sin77r 


32  72  (  j  —  72)! 


i57*—  3572+  8 


47(1-72)  627=^(1-72)^(4-72) 


c'est  la  formule  (23). 


Avec  le  mode  de  calcul  qui  précède,  le  temps  sort  des  signes  sinus  et  cosinus; 
l'introduction  d'une  fonction  convenable  de  ^  et       dans  h,  sous  les  signes 
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sinus  et  cosinus,  a  précisément  pour  objet  de  remédier  à  cet  inconvénient.  On 
peut  remarquer  que,  pour  rectifier  le  développement,  il  suffit  d'cfTacer  les 
termes  contenant  les  puissances  de  t  et  de  remplacer  qt  par  l'argument  ht. 

J'ai  examiné  ailleurs  {Bulletin  astronomique,  t.  IX,  p.  loG)  ce  qui  arrive  lors- 
que q  est  égal  à  un  nombre  entier,  auquel  cas  les  formules  précédentes  tombent 
en  défaut,  à  cause  des  diviseurs  q  —  i,  q  —  3,  . . .,  dont  l'un  s'annule  alors;  j'ai  . 
démontré  que,  pour  q  =  ±  i  et  q  =àz  i,  si  q^  est  assez  petit,  la  valeur  de  h  est 
imaginaire,  de  sorte  qu'il  s'introduit  dans  la  solution,  en  dehors  des  signes 
sinus  et  cosinus,  des  exponentielles  réelles;  pour  les  autres  valeurs  entières 
de  q,  h  est  réel. 

Je  donnerai,  en  terminant,  la  liste  de  quelques  travaux  se  rapportant  à  l'équa- 
tion (A)  : 

Lagrange.  —  Œuvres,  t.  I,  p.  586. 

D'Alembiîrt.  —  Opuscules,  t.  V,  p.  336. 

E.  Mathieu.  —  Journal  de  Liouville,  i868. 

Heine.  —  Handbucli  der  Kugelfunctionen,  t.  I,  p.  [\ol^, 

J^iNDSïEDT.  —  Mémoires  de  V Académie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  XXI,  n°  l\. 
Gyldén.  —  Divers  Mémoires. 

Bruns.  —  Astron.  Nachr.,       2533  et  2553;  i883. 
Callandreau.  —  Astron.  Nachr.,  n°  2547. 
LiNDEMANN.  —  Mathematischc  Annalen,  t.  XXII,  p.  117. 
Stieltjes.  —  Astron.  Nachr.,       2601  et  2609. 
PoiNCARÉ.  —  Comptes  rendus,  t.  CVIII,  p.  21. 
Harzer.  —  Astron.  Nachr.,       285o  et  285 1. 

Nous  appellerons  désormais  l'équation  {a)  équation  de  Gyldén-Lindstedt. 


T.  —  III. 
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CHAPITRE  II. 


CHAPITRE  II. 

INTRODUCTION.  —  ÉQUATION  DE  M.  HILL. 


7.  Etude  de  l'équation 

Si  nous  posons 


nous  pouvons  écrire 


Nous  avons  vu,  dans  le  Chapitre  précédent,  que  l'intégrale  générale  de  cette 
équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(I)  x^^bjXy-^^L 

i 

On  en  tire 

En  portant  ces  valeurs  de  x  et  de  -j^  dans  l'équation  (ft),  on  trouve 
d'où  la  relation  générale 
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qui  donne,  une  fois  développée, 


ou  bien 


( F-  +  2,/ )-  bj  —  bj     +  bj+,  y,  H-  bj^._  72  H-  .  . 


...    —  bj_,_q.  —  ^y-i  7i  4-  [y]  6y  —  ^y+i  r/i  —         Va  —  •  •  •  =  O, 

en  faisant,  pour  abréger, 

Si  l'on  donne  à  j  les  valeurs  . . —  2,  —1,0,  h-  i,  -1-2,  . . .,  il  vient 

•■  [— 2] />-2— Vi  ^-1  —  qtbçi  —  q^b^  —  (:j.^b.^  —  ...=  o, 
••   —q\b-i  y^b^i— q^b^  ~  q.2b^  —  q.,b^    — ...  =  o, 

(3)  <!   •••  —(lib-%       —q\b^^       +\s>\bQ~  q^b^  ~  q^b,    —...  =  0, 

■■  —q-^b-v     —qib^y     —       +  [i]^^,  — vi*^2  —...  =  0, 

..   —q,,b-^       —q-ib^i       —  V260  —  Vi  ^1  +  [2]62  — •  .  •  =  o. 


Les  calculs  du  Chapitre  précédent,  qui  se  rapportent  au  cas  de  q^  —  o, 
q.i  =  o,  donnent  à  penser  que  è±/  décroît  rapidement  quand  i  augmente. 
S'il  en  est  ainsi,  et  si  l'on  peut  négliger  b.^  et  b^^,  les  équations  (5)  se  réduisent 
à  cinq  équations  homogènes  et  du  premier  degré,  contenant  les  cinq  inconnues 
b_2,     ,,  ^2-  L'élimination  de  ces  inconnues  donnera 


(4) 


[-2] 

—  qi 

—  q-i 

—  q^ 

—  q: 


7i 


qi 


q-^ 


q'. 


[—  1]  —  <7,  —  qi  —  qi 

—  7i  [o]  —qx  —q-i 

—  qi  —qi  [0  —qi 
-q-i  —q-i  —  vi  [2] 


A.. 


Les  éléments  de  ce  déterminant  sont  des  fonctions  de  quantités  connues, 
les  qi,  et  de  p.  qui  figure  dans  les  quantités  [—  2],  [2],  d'après  la  rela- 
tion (2).  L'équation  (4)  est  du  dixième  degré  en  [x.  Les  équations  (3)  donne- 
ront les  rapports  ~,  ^— ,  ~  et  ^-  Si  l'on  conservait  b^  et  b_,,,  on  aurait,  pour 

déterminer  jj.,  une  équation  du  quatorzième  degré,  obtenue  en  égalant  à  zéro  un 
déterminant  de  sept  lignes  et  de  sept  colonnes.  En  continuant  ainsi,  on  tendra 
vers  un  déterminant  ayant  un  nombre  infini  d'éléments. 


8.  La  convergence  d'un  tel  déterminant  a  été  examinée  par  M.  Poincaré  (Bul- 
letin de  la  Société  mathématique ,  t.  XIV,  p.  77-90).  Il  faudrait,  pour  la  rigueur 
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absolue,  faire  intervenir  le  Mémoire  précédent;  nous  nous  bornerons  à  y  ren- 
voyer le  lecteur. 

Soit0([j,)  =  o  l'équation  transcendante  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  déter- 
minant limite.  On  peut  pressentir  certaines  propriétés  des  racines  de  cette  équa- 
tion en  supposant  q^  =  q.,=  . .  o.  Dans  ce  cas,  le  déterminant  se  réduit  à  sa 
diagonale 

...  [_2][-l][o][l][2]..., 

et  l'équation  =  O  devient 


ses  racines  sont 


7)» 


{2— g),  ±q, 


elles  sont  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires.  Les  racines  de  =  o 
différeront  peu  des  précédentes  si  les  quantités  q^,q.,, ...  sont  très  petites.  Prou- 
vons qu'elles  sont  aussi,  deux  à  deux,  égales  et  de  signes  contraires;  il  en  est 
même  ainsi  de  toutes  les  équations  A3  =  o,  ==  o,  —  En  effet,  si  l'on  change 
[i.  en  —  [X,  [—  2]  et  [—  i]  se  changent  respectivement  en  [2]  et  [i],  et  inverse- 
ment, et  le  déterminant  (4)  conserve  la  même  valeur  au  signe  près. 

D'après  les  conclusions  du  Chapitre  précédent,  l'équation  =  o  doit  être 
de  la  forme 


(5) 


C0Sf^Tr=/(7r,  q,  qy,  q^x,  .  .  .). 


On  voit  que  ses  racines  sont  bien  égales  et  de  signes  contraires.  Si  \k  est  une 
racine  de  l'équation  (5),  [j.  h-  2  en  est  une  autre.  Il  en  est  bien  de  même  pour 
l'équation  limite  =  0.  Considérons,  par  exemple,  A5 ,  et  soit  AJ  ce  qu'il 

devient  quand  on  change  [x  en  pt.4-2,  ce  qui  remplace  [—  2],  [2]  par 
[—  1],  . . .,  [3].  On  aura 

-  'h 

-  '7i 


[- 


—  7l 
[O] 


(h 

9-2 

9i 


[2: 


74 


73 


—  7l 

[3] 


On  voit  que,  si  dans  A3  et  A^  on  supprime  une  ligne  et  une  colonne,  comme 
on  l'a  indiqué  par  des  traits,  on  obtient  le  même  déterminant.  Or,  en  admettant 
la  convergence,  la  soustraction  indiquée  produit  un  effet  qui  tend  vers  zéro, 

lorsqu'au  lieu  de  A5  on  considère  Ag,  A^,  Ainsi  donc,  si  \k  est  racine,  il  en 

est  de  même  de  [jt.±2,        4,  ....  Soit  [Xq  l'une  des  racines;  l'équation  (5) 
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pourra  s'écrire 
(6) 

On  peut  faire 
cos/jL7r  =  lim  (  I  ^  )  (  I  


cos  [xr.  —  cos/j-oTï  =  o. 


— 


7' 


pour    n  —  cc, 


UmA„.4-i,       pour    /?  =  oo. 


Les  équations  étant  du  même  degré,  ayant  des  racines  égales  deux  à  deux,  ou, 
du  moins,  dont  la  ditïérence  tend  vers  zéro,  leurs  premiers  membres  doivent 
avoir  un  rapport  F,,  indépendant  de  \x.  On  aura  donc 


cos/JtTT  —  cospoiT  =  limF„ 
En  faisant  p.  =  o,  il  vient 


{^  —  iny—cf-      —q,  —qt 


(7)         1  —  cosfJ!.oîT  =  lim  F„ 


(2/«)-  — ^2  —71 

—  q,         {in  —  iY—q'' 


■  qn-i 


—  q,i  —qn-i       •••  (2/0'—^?' 

Si  l'on  suppose  g,  =  q.  =  . . .  =  0,  l'équation  (a)  se  réduit  à 


d'où 

on  a  donc 


On  peut  donc  faire,  dans  l'équation  (7), 


d'où 


iJ-o=q,     gi  =  g2 

{2ny-—  q'^ 


I  —  cos  g  71  =  limF„ 


(2/i  —  2)^ —  q'^ 


(8) 


o  o  {2ny—q^ 

i  -  COSq  n  =  Vim  F  n[{2ny-q']  [{2  n-2y-q-']... [{2  ny—q^]. 


22  CHAPITRE  II. 

Si  l'on  divise  (7)  par  (8),  et  que  l'on  divise  par  —  la  première  ligne, 
par  {n  —  2)^  —  la  seconde  ligne  du  déterminant  qui  figure  dans  la  for- 
mule (7),  il  viendra 


•  9 

sur  -  /jio 
2  ' 

sin^  -  q 


■=.  lim 


'h 


~  72 


7l 


(2  /i  —  if'  — •  q- 
—  q>i 


(2/0'—  7' 

-r/, 


(2  /i  —  2)-  —  q- 


(  2  « 


(2/0'—  7' 

(2  IL  —  2)-- —  q"^ 


ou  bien,  en  mettant  en  évidence  les  parties  centrales  du  déterminant, 


sin-  -  [jLo 
sin^  -  q 


+  X 

7i 

72 

73 

7-. 

4' -7' 

4' -7' 

4'- 7' 

4^-7' 

7I 

+  I 

7i 

72 

7:S 

2^  —  ^"^ 

2"-' -7' 

2^  —  ^'^ 

2^  — 

7i 

+  I 

7i 

72 

0^  —  q^^ 

0^  —  ^7'^ 

0-  —  q'- 

0^  —  q'^ 

73 

72 

7i 

4-  1 

7i 

2'^  —  ^/^ 

2^^ — 

2^  —  q- 

32 —  qi- 

7v 

7:< 

7i 

4'- 7' 

4'- 7^ 

4' -7' 

4^-7' 

+  I 

Il  ne  reste  plus  qu'à  ordonner  suivant  les  puissances  des  petites  quantités 
...  ce  déterminant,  dans  lequel  tous  les  éléments  de  la  diagonale  sont 
égaux  à  +  I. 

Désignons  l'un  quelconque  des  éléments  par  a^j,  i  étant  un  entier  positif  nul 
ou  négatif  qui  représente  le  rang  d'une  ligne  horizontale  au-dessous  ou  au- 
dessus  de  la  ligne  médiane  du  Tableau  (c);  y  représentera  de  même  le  rang 
d'une  colonne  verticale,  à  droite  ou  à  gauche  de  la  colonne  médiane.  On  voit 
immédiatement  que  l'on  aura 


(9) 


—  _  ^ 


[0  =  (20^-7'^ 


Les  éléments  de  la  diagonale  seront  donc 
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Considérons,  en  particulier,  dans  cette  diagonale  les  termes 

(ïo)  a,,,,-,,    Uuj,,  ai^j^,   

En  permutant  les  premiers  indices  deux  à  deux  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, et  prenant  les  divers  résultats  avec  le  signe  -h  ou  le  signe  —  suivant 
que  le  nombre  des  permutations  est  pair  ou  impair,  on  aura  les  divers  termes 
du  déterminant. 

Le  terme  principal  de  A  est  -f-  r  ;  les  termes  déduits  des  permutations  des 
deux  indices  contiendront  les  produits  de  deux  des  quantités  q^,  q.^,  ...  ;  il  en 
entrera  trois  dans  les  permutations  de  trois  indices,  etc.  Les  quantités  q^,q-i,  ... 
étant  supposées  très  petites,  on  comprend  qu'on  pourra  s'arrêter  assez  promp- 
tement  dans  ces  opérations. 

9.  Permutations  de  deux  indices.  —  Distinguons  dans  la  diagonale  deux 
termes  quelconques,  en  écrivant 

...    I  X  I  X  ...  X  X  I  X  ...  X  «,„/,  XIX..., 

permutons  les  premiers  indices;  le  terme  deviendra 
ou  bien,  en  vertu  de  la  première  des  relations  (9), 

_  (Ji^  qi^-i^  __     ql^i„  _ 
[A]    [<o  I  ['0]  [h  \ 

On  aura  donc,  en  désignant  par  (II)  la  portion  de  A  qui  provient  des  permuta- 
tions de  deux  indices. 


On  peut  poser 
ce  qui  donne 


11 


(ii)=-i;  2 


OU  bien 


On  peut  obtenir  des  valeurs  simples  des  coefficients  de  q\,  ql,  ....  On  a,  en 
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effet,  en  se  reportant  à  la  signification  (9)  de  [?o]  et  de  [4  +  ^1  et  posant 

'(1 

Or  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  donne 

,  A  B  B         ,  A 


OÙ  l'on  a  fait 


2dk{2d  —  k)  ^  2dk{2d-hk) 

On  a  d'ailleurs,  par  une  formule  connue, 

71  cot7i0=2  ëTT^  ="2        ""2  ô-^^^iTa-  ="2  ô^ir^w' 
où  /„  varie  de  —  co  à  +  co.  La  formule  (12)  donnera  donc 

71 

TTCOt-^ 

'0 

En  portant  dans  l'expression  (11),  il  vient  ensuite 

(.3)         (")=-4f-(T^f'-i*r'"  3^7- -•••)• 

Nous  représenterons  par  (I)  le  terme  principal  de  A,  ce  qui  nous  donnera 
(i4)  (!)=  +  '• 

10.  Permutations  de  trois  indices.  -  Soient  les  trois  termes  de  la  diagonale 

'^/o.'n'  '^'s.'s'  4<^1<'2; 

nous  devons  permuter  les  premiers  indices  4,  h^H  de  façon  que  tous  changent 
de  place;  nous  n'aurons  que  les  deux  permutations 

l\,       l>,       '0  '       ^25  'l' 

qui  résultent  d'un  nombre  pair  d'échanges  de  deux  lettres.  Les  termes  corres- 
pondants doivent  donc  être  affectés  du  signe  +,  ce  qui  nous  donnera 
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On  aura  donc,  en  désignant  par  (III)  la  portion  de  A  qui  provient  des  permuta- 
tions de  trois  indices, 


(111)=-. 222 


['o]  [^'l]  Ui\ 

On  peut  poser 

k  et  k'  désignant  des  entiers  positifs  différents  de  o;  il  viendra 

(111)=- 2  y  y  y  <hnk'q,^v 

Si  nous  attribuons  à  X;  et  ^'  les  solutions  k  =  \,  k' =  i  ;  k  =  i,  k=i 
k=  1,  k  =  \  \  k  =  i,  k'  =?>',  k=  1,  k'  =-2;  ...  des  équations 

k-v-k'=i,       k  +  k'=3,       k  +  k'=[^, 

nous  trouverons 


\[^oJ  ['o+  J]  ['o+  2]  i]  3]  ~^  [ïo+  2]  [^0+  3] 


y  (  q±Qz!h  ^  q\qk  qyqzqu 


Si  l'on  considère  les  quantités  comme  petites  et  d'un  ordre  marqué  par 
l'indice  i,  on  peut  se  borner  à  la  première  ligne  de  l'expression  précédente,  en 
négligeant  seulement  le  huitième  ordre.  On  trouve  ensuite  aisément,  en  opé- 
rant comme  plus  haut, 


2 


71 


[«o]  [i'o+A:]  [4+ A']  i6  q{q^- k'^)  iq-'-k'-')  [q''-       _  ^  ^01  - 


et  il  en  résulte 


 l   I  37^-3  n 

[4]  [^"0+  i]  [4+2]  16  q{q^-iy{rf-  4)  ^        2  V. 

 ^    3r/2-7  TT 


.  •  3r/^-7  71 

[4]  [4+2]  [4+3]  16  q{q'^-i)  (r/^-4)(r/^_9)  ^cot-ry; 


(III)  =71  COt-  q 


'^q\q'>-  7  — 3y^  

.8'/(i-'7')(4-^^)  4^(i-^/^)(4-r/)(9-^^)^'^''^'. 


T.  -  m.  ^ 
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Nous  nous  bornerons  à  ces  indications,  renvoyant,  pour  le  développement 
complet  du  déterminant,  au  beau  Mémoire  de  M.  Hill,  On  the  Part  of  the  lunar 
Périgée...  {Acta  mathematica,  t.  YIIl).  C'est  la  reproduction,  avec  quelques 
additions,  d'un  Mémoire  publié  à  Cambridge  (États-Unis)  en  1877. 

11.  Il  nous  reste  à  donner  quelques  indications  sur  la  manière  d'éliminer  les 
quantités  des  équations  (3)  :  deux  quelconques  de  ces  équations  peuvent 
s'écrire 

[y]  6y  — ^  biqj-i  —  o,       L  =  j  étant  excepté  dans  le^j 

i 

d'où,  en  multipliant  ces  équations  respectivement  par  +  1  et  —  '^^-y  de  façon 
à  éliminer  b^, 

i 

i  ne  doit  prendre,  dans  cette  formule,  aucune  des  valeurs  J  et  v.  On  peut  écrire 
ce  résultat  sous  la  forme  symbolique 

i 

On  pourra  de  même  éliminer  b^'  entre  deux  telles  relations,  et  le  résultat 
pourra  être  mis  sous  la  forme 

Ur''''bj-^b,gJ4>  =  o; 

i 

dans  cette  formule,  on  ne  devra  attribuer  à  i  aucune  des  valeurs  y,  v  et  v'.  On 
peut  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  tous  les  b  ayant  des  valeurs  sensibles  aient 
été  éliminés;  il  ne  restera  plus  que  l'équation 

|-y-|,v,v',v",...)=0, 

d'où,  en  supposant  que  l'on  ait  pris  /  =  o, 

-2,-1,  1,2,...). 

C'est  l'équation  qui  détermine  [x,  dont  on  peut  calculer  ainsi  la  valeur  numé- 
rique sans  faire  usage  du  déterminant  A.  Cela  revient  à  éliminer  successivement 
les  quantités  b^,  au  lieu  de  les  chasser  d'un  coup. 
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THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  NEWTON. 


12.  Newton  a  fait  le  premier  pas  dans  l'étude  des  mouvements  de  trois 
corps  soumis  à  leurs  attractions  mutuelles.  Ses  tentatives,  pour  le  cas  général, 
ont  abouti  aux  propositions  LXVI  à  LXIX  du  premier  Livre  des  Principes  (Sec- 
tion XI),  qui  donnent  plutôt  des  indications  que  des  conclusions  précises  sur 
les  mouvements  des  corps.  Voici  deux  des  énoncés  : 

Proposition  LXVI.  —  Trois  corps  s'attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance; les  plus  petits,  P  et  S,  tournent  autour  du  plus  grand,  T.  Je  dis  que  le 
corps  P,  le  plus  voisin  de  T,  décrira  autour  de  ce  dernier  des  aires  qui  appro- 
cheront plus  d'être  proportionnelles  au  temps,  et  que  l'orbite  de  P  approchera 
plus  d'une  ellipse  ayant  T  pour  foyer,  si  le  grand  corps  T  est  attiré  lui-même 
parles  deux  autres,  que  s'il  était  en  repos,  ou  soumis  à  des  attractions  suivant 
une  loi  différente. 

Proposition  LXVII.  —  Le  corps  extérieur  S  décrit  des  aires  plusproportionnelles 
au  temps  et  une  orbite  plus  voisine  de  la  forme  elliptique  autour  du  centre  de 
gravité  0  des  corps  intérieurs  P  et  T  qu'autour  du  plus  intérieur  T. 

Sans  suivre  Newton  dans  ses  démonstrations,  nous  croyons  utile  de  repro- 
duire sa  construction  géométrique  pour  la  décomposition  de  la  force  perturba- 
trice. 

Soit  SN  =  ST  (Jig\  i)  la  moyenne  distance  des  corps  P  et  S;  l'attraction  de  S 
sur  P,  à  cette  distance  moyenne,  peut  être  représentée  par  la  longueur  SN. 
Si  l'on  prend  sur  son  prolongement  un  point  L  tel  que 


(0 


SL  _  /SNy 

SN  "~  V  SP  j  ' 
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SL  représentera  l'attraction  exercée  par  S  sur  l'unité  de  masse  de  P,  à  la  dis- 
tance SP.  La  force  SL  peut  ensuite  se  décomposer  en  deux  autres,  LM  et  MS, 
LM  étant  mené  parallèle  à  PT. 

Si  l'attraction  de  S  sur  l'unité  de  masse  de  T  est  représentée  par  la  lon- 
gueur ST,  il  faudra,  dans  la  détermination  du  mouvement  relatif  de  P  autour 


de  T,  retrancher  ST  de  SM.  Il  restera  donc,  en  somme,  trois  forces  agissant 
sur  P  :  la  force  dirigée  suivant  PT,  provenant  de  l'attraction  de  T,  et  inverse- 

 2 

ment  proportionnelle  à  PT  ;  la  force  égale  et  parallèle  à  LM,  qui  sera  centrale 
comme  la  précédente,  mais  dont  l'intensité  sera  beaucoup  plus  compliquée; 
enfin,  une  force  égale  et  parallèle  à  MT. 

Les  deux  premières  n'ont  pas  d'influence  sur  les  aires  décrites  par  le  rayon  PT; 
ces  aires  sont  altérées  seulement  par  la  troisième.  C'est  aussi  cette  dernière 
seule  qui  modifie  l'inclinaison  et  le  nœud  de  l'orbite  relative  de  P  autour  de  T. 

Dans  les  vingt-deux  corollaires  de  la  proposition  LXVI,  Newton  analyse  les 
effets  des  forces  précédentes  au  point  de  vue  des  dérangements  du  corps  P.  Les 
considérations  qui  le  guident  sont  d'une  grande  finesse,  parfois  difficiles  à 
suivre,  en  raison  de  la  concision  du  langage. 

Ces  recherches,  qui  avaient  pour  but,  non  le  calcul  précis  et  détaillé,  mais 
l'explication  simple  des  principales  perturbations,  ont  été  développées  depuis, 
surtout  dans  la  patrie  de  Newton.  Nous  renverrons  le  lecteur  aux  deux  Ouvrages 
suivants  :  J.  Herschel,  Outlines  of  Astronomy;  —  Airy,  Gravitation,  an  elemen- 
tary  explanation  of  tlie  principal  perturbations  in  the  solar  System. 

Dans  un  beau  Mémoire,  Théorie  géométrique  du  mouvement  des  aphélies  des 
planètes,  pour  servir  d' addition  aux  Principes  de  Newton  (OEuvres,  t.  Y),  Lagrange 
a  donné  une  démonstration  géométrique  élégante  des  formules  différentielles 
qu'il  avait  obtenues  antérieurement  par  l'Analyse  pour  le  mouvement  des  aphé- 
lies et  les  variations  du  grand  axe  et  de  l'excentricité. 

M.  Lespiault  [Théorie  géométrique  de  la  variation  des  éléments  des  planètes 
(^Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux;  1867)], 
en  s'appuyant  sur  les  Leçons  professées  au  Collège  de  France  en  i856,  par 


F.g.  I. 
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M.  J.  Bertrand,  et  s'aidant  de  la  considération  des  couples,  a  pu  donner  des 
démonstrations  géométriques  des  formules  relatives  aux  inclinaisons  et  aux 
longitudes  des  nœuds,  et  compléter  ainsi  le  Mémoire  de  Lagrange. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  il  faut  citer  encore  un  beau  travail  de  Môbius  : 
Vanationum  quas  elementa  motus  perturhati  planetarum  subeunt  nova  et  facilis 
evolulio  (^Journal  de  Crelle,  t.  XXXII),  et  l'Ouvrage  du  même  géomètre,  Die  Ele- 
mente  der  Mechanik  des  Himmels  aufneuem  Wege  ohne  Hûlfe  hôherer  Rechnungs- 
arten.  Leipsig;  i843.  {Voir  aussi  le  tome  IV  des  Œuvres  complètes  de  Môbius, 
publiées  par  Scheibner  et  Klein.) 

13.  Les  recherches  de  Newton  et  de  ses  successeurs  dans  la  voie  indiquée 
ci-dessus  découlent  aujourd'hui  très  simplement  des  formules  qui  expriment 
les  dérivées  des  éléments  elliptiques  d'une  planète  en  fonction  des  composantes 
de  la  force  perturbatrice,  suivant  le  rayon  vecteur,  la  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  dans  le  plan  de  l'orbite,  et  la  normale  à  ce  plan. 

Si  l'on  se  reporte  aux  pages  433  et  436  du  Tome  I  de  cet  Ouvrage,  et  que  l'on 
désigne  par  a,  n,  e,  p,  9,  6,  £,  m,  r,  w,  u,  Y  le  demi  grand  axe,  le  moyen 
mouvement,  l'excentricité,  le  paramètre,  l'inclinaison,  la  longitude  du  nœud, 
celle  du  périhélie,  celle  de  l'époque,  la  masse,  le  rayon  vecteur,  l'anomalie 
vraie,  l'anomalie  excentrique,  et  enfin  l'argument  de  la  latitude  pour  la  planète 
troublée  (P);  par  m' la  masse  de  la  planète  troublante  (S),  la  masse  de  T  étant 
prise  pour  unité,  les  formules  dont  il  s'agit  sont 


da        1  m'  na^ 


dt       i  -\r  m  ^  i  

de   m' 

dt       I  -t-  m 


Se  sintp  +  T  y  )> 


1  —  e'^  [S  sin  w  +  T (cos  u  -\-  o.o'&w)']. 


dJp         m'  1^ 
dt        I  -f-  m 

d(!^         m'  lia 


sm  œ 


(a)    /                  ^  +      y/i  — e- 
dB  _    m'  na 
'  dt       I  +  m  y'j  gï 

d-G^    m' 

dt       I  H-  m 

dt    2  m 

dt  I  --t-  m 


W/-  COS  T. 
Wr  sinT, 


lia'-  \J  1 


T(  T  +  —  ^  sintpl  +  2e  sin^  -  ^) 
\      P  )        J  dt 


drn 


.  .0  de 


I     i/i  dt  1  dt 

11^  a^  —  f. 


fm'S,  fm'T  et  fm'W  désignant  les  projections  de  la  force  perturbatrice  sur  les 
trois  axes  rectangulaires  considérés  plus  haut  (rayon  vecteur,  etc.). 


3o 
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Représentons  par  x' ,  y',  z'  les  coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  relati- 
vement à  des  axes  parallèles  menés  par  le  centre  du  Soleil,  par  r'  son  rayon 
vecteur  et  par  A  sa  distance  à  la  planète  troublée,  et  nous  aurons  (t.  I,  p.  466) 


r 

—  x' 

A3 

W 


I 


Ce  que  dit  Newton  de  la  proportionnalité  plus  ou  moins  approchée  des  aires  aux 
temps  découle  immédiatement  de  la  troisième  des  formules  {a). 

Ses  remarques  sur  les  variations  de  l'inclinaison  et  du  nœud  ne  sont  en 
quelque  sorte  qu'un  commentaire,  en  langage  ordinaire,  de  la  quatrième  et  de 
la  cinquième  des  mêmes  formules. 

14.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails  :  du  point  S  comme  centre 

Fig.  2. 


(fig.  2),  avec  ST  comme  rayon,  décrivons  un  cercle  qui  coupe  l'orbite  en  deux 
points  C  et  D,  pour  lesquels  on  aura  A  =  r' . 

Si  le  corps  S  est  très  éloigné,  de  façon  que  le  rapport  ^  soit  petit,  les 

angles  CTS  et  DTS  seront  très  voisins  de  90°,  et  les  positions  C  et  D  du  corps  P 
différeront  peu  de  celles  des  quadratures. 
La  troisième  des  formules  (a)  donne 


d\]p 
dt 


m 


I  H-  m 


na^  ry' 


Quand  P  passe  en  C  et  D,  le  facteur  ^  -      change  de  signe;  en  A  et  B,  il  en 

est  de  même  pour  l'autre  facteur/.  On  en  conclut  aisément  que  l'aire  décrite 
en  un  temps  donné  par  le  rayon  vecteur  PT  reçoit  sa  plus  grande  augmentation 
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dans  les  syzygies,  et  sa  plus  forte  diminution  dans  les  quadratures.  C'est  ce  que 
Newton  montre  directement  dans  le  corollaire  II  de  la  proposition  LXVI,  en  remar- 
quant que  la  composante  de  la  force  perturbatrice,  qui  est  parallèle  à  ST,  est  la 
seule  à  modifier  les  aires,  et  que,  de  C  en  A  et  de  A  en  D,  cette  composante  est 
dirigée  vers  la  gauche  de  la  figure,  tandis  que,  pour  l'autre  moitié  de  l'orbite, 
elle  est  dirigée  vers  la  droite.  Si  on  la  décompose  en  deux  forces,  l'une  dirigée 
vers  le  point  T,  l'autre  normale  au  rayon  vecteur,  on  voit  que  la  dernière  aug- 
mentera l'aire  de  G  en  A  et  de  D  en  B,  et  la  diminuera  dans  les  deux  autres  qua- 
drants. 

Newton  en  conclut  (corollaire  III)  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le 
corps  P  se  meut  plus  vite  dans  les  syzygies  que  dans  les  quadratures,  et  ensuite 
(corollaire  IV)  que  l'orbite  de  P  est  plus  courbe  dans  les  syzygies  que  dans  les 
quadratures.  Ces  deux  propositions  supposent  que  l'excentricité  propre  est 
nulle.  On  a,  en  désignant  par  V  et  Y'  la  vitesse  en  C  et  A,  par  p  et  p'  les  rayons 
de  courbure  correspondants,  et  par  N  et  N'  les  composantes  normales  de  la 
force, 

p  p 

d'où 

Or  on  a  V'>V;  en  C,  la  composante  normale  de  la  force  perturbatrice  est 
nulle,  et  elle  est  négative  en  A;  d'ailleurs,  la  composante  normale  provenant  de 
l'attraction  de  ï  est  la  même  dans  les  deux  cas.  On  a  doiîc 


N'<N       et,  par  suite,       p' >  p- 

Il  en  résulte  (corollaire  VI)  que,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  le  corps  P 
s'écartera  plus  de  T  dans  les  quadratures  que  dans  les  syzygies. 

La  plupart  des  autres  corollaires  de  Newton  fournissent  des  données  sur  les 
variations  des  éléments  elliptiques  quand  deux  des  composantes  S,  T  et  W  sont 
nulles.  Supposons  d'abord  T  =  o,  W  =  o,  S  <  o,  de  sorte  que  le  corps  P  soit 
soumis  à  une  force  perturbatrice  centrale. 

Les  formules  (a)  donneront 

de  m'  1   .  dp 

-77=-   /ïaWi  —     s  sinrp,        -f- =  o, 

dt  \  ^  m       ^  '        dt  ' 

dv5  m'  I  

e  —77  =  iicû-  VI  —     S  ces  w. 

dt  I  +  ^ 


Donc,  l'excentricité  croît  quand  P  va  du  périhélie  à  l'aphélie;  elle  décroît 
dans  l'autre  moitié  de  l'orbite.  Soient  A  et  B  les  extrémités  du  grand  axe ,  C  et  D 
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les  points  de  l'orbite  situés  sur  une  perpendiculaire  à  AB  menée  par  le  point  T. 
On  aura,  sur  l'arc  DBC, 

costp  >  o,        ":77  > 


le  grand  axe  tournera  dans  le  sens  direct.  Sur  l'arc  CAD 


cosw  <  o,        'di  '^^^ 


la  rotation  se  fera  dans  le  sens  rétrograde. 

Un  changement  de  sens  de  la  force  S  échange  l'une  dans  l'autre  les  deux  con- 
clusions précédentes. 

Supposons,  en  second  lieu,  S  =  o,  W  =  o,  ï  >  o;  la  force  perturbatrice  est 
donc  normale  au  rayon  vecteur  et  agit  dans  le  sens  du  mouvement.  Les  for- 
mules (a)  donnent 


da 

2  m' 

1 

dJ  ~ 

I  -t-  m 

d\] p 

m' 

na 

~df  ~ 

I  -h  m 

de 

m' 

na 

~dt 

I  -i-  m 

e  drs 

m' 

na 

dt  ~~ 

j  +  m 

/la^  y/i  —     T(cosi<  +  cos(P'), 
— ^  no}  v/i  — e'T  (  i  4-  -  )  sin«^  ; 

aetp  augmentent  sans  cesse,  et  il  en  est  de  même  de  la  durée  de  la  révolution. 
Entre  le  périhélie  et  l'aphélie,  le  grand  axe  tourne  dans  le  sens  direct;  son 
mouvement  est  rétrograde  dans  l'autre  moitié  de  l'orbite.  On  a 

e  cos^tv  +  2C0S(t^  +  e      e{co?,n>  -+-  a)  (coscv  +  (3) 
cos  u  +  ces  .V  =  f^^-^  =  ,  +  .cos.v  ' 

i  —Ji  —  e^         „      H-  \/i  —  e"2 
Les  points  pour  lesquels  on  a 

cosw  =: —  a, 

et,  par  suite, 

de 

cosw  +  cosw  =  o,        —  =o, 


sont  voisins  des  points  C  et  D,  dont  on  a  parlé  plus  haut,  si  e  est  petit.  On  peut 
donc  dire  que,  sur  l'arc  DBC,  e  augmente,  et  diminue  sur  l'arc  CAD. 
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Les  corollaires  6-10  de  Newton  contiennent  une  bonne  partie  des  résultats 
ci-dessus. 

Enfin,  supposons  S  =  o,  ï  =  o,  W  <  o  ;  les  formules 

dQ         m'        na     „.     .  ^, 

sin  cp      =  —  W    sin  i , 

^  dt       1     m  J  i  gi 


d(p          m'  na 

dt       1     m  [^/j'— 


W/'CGsT 


permettent  de  déterminer  les  signes  de  ^  ^t  de  ^  d'après  ceux  de  sinY  et  de 

cosY.  Ainsi,  tant  que  la  planète  reste  au-dessus  du  plan  de  référence,  on  a 

d9  ^ 
sinY>o,     <  o,  le  nœud  rétrograde.  Quand  P  passe  en  dessous  du  plan  fixe, 

si  W  garde  le  signe  —  ,  le  nœud  a  un  mouvement  direct. 

Ce  que  nous  dirons  plus  loin  prouvera  que  Newton  connaissait  l'expres- 
sion (a)  de  ~  à  l'aide  des  composantes  S  et  T  de  la  force  perturbatrice  et,  très 
probablement  aussi,  celles  de  ~  et         J'incline  à  penser  qu'il  connaissait 

toutes  les  formules  (a),  mais  qu'au  lieu  de  les  publier  il  a  préféré  en  tirer  un 
grand  nombre  de  propositions  géométriques  qu'il  a  obtenues  en  ne  considérant 
chaque  fois  que  l'effet  de  l'une  des  composantes. 

15.  Avant  d'indiquer  les  beaux  résultats  auxquels  il  est  arrivé  dans  la  théorie 
de  la  Lune,  il  convient  de  rappeler  ce  que  l'observation  avait  appris  sur  les 
mouvements  de  notre  satellite. 

On  savait  que  la  Lune  peut  être  supposée  se  mouvoir  dans  une  orbite  ellip- 
tique dont  deux  éléments  éprouvent  des  variations  considérables;  la  ligne  des 
nœuds  est  animée  d'un  mouvement  rétrograde  presque  uniforme,  en  vertu  du- 
quel elle  décrit  l'écliptique  en  i8  ans  f  environ  (6793  jours);  il  y  a  en  outre 
une  petite  inégalité  périodique  qui  peut  écarter  le  nœud  ascendant  de  sa  posi- 
tion moyenne  de  1^26'  en  plus  ou  en  moins.  L'inclinaison  garde  une  valeur 
moyenne  constante  et  oscille  entre  5°o'  et  5"  18'. 

L'ellipse  tourne  dans  son  plan  dans  le  sens  direct,  d'un  mouvement  presque 
uniforme,  en  vertu  duquel  le  périgée  effectue  une  révolution  en  un  peu  moins 
de  9  ans  (32'^3  jours);  il  y  a  en  outre  une  inégalité  périodique  qui  peut  écarter 
le  périgée  de  sa  position  moyenne  d'environ  8°4i'  au  maximum,  en  plus  ou  en 
moins. 

La  longitude  de  la  Lune  est  affectée  de  trois  inégalités  périodiques  princi- 
pales : 

L'eVec'^/o/?, 

i°i6'26"sin[2(0  ~  C)  — Ç], 
T.  -  IIL  5 
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en  représentant  par  ©  et  C  les  longitudes  moyennes  du  Soleil  et  de  la  Lune, 
par  '(  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune  ; 

I-,a  variation, 

39'3o"sin2(0  ■--  C  ); 

V équation  annuelle, 

—  1 1' lo"  sinÇ', 
où  'C  désigne  l'anomalie  moyenne  du  Soleil. 

On  voit  que  les  dérangements  de  la  Lune  sont  considérables  et  s'effectuent 
dans  des  périodes  relativement  courtes. 

16.  Parmi  les  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune  en  longitude,  Newton  n'a 
développé  que  la  variation,  et  la  méthode  qu'il  a  suivie  paraît  à  Laplace  une 
des  choses  les  plus  remarquables  des  Principes;  nous  allons  en  donner  une 
idée,  en  traduisant  les  résultats  en  formules  avec  les  notations  actuelles. 

Newton  fait  abstraction  de  l'excentricité  propre  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite. 


Fig.  3. 


Soient  {fig.  3)  S  le  Soleil,  T  la  Terre,  P  la  Lune,  ABCD  son  orbite,  L  un  point 
pris  sur  SP  de  façon  que 

^  '  ST  VSPy' 

Les  attractions  du  Soleil  sur  les  unités  de  masse  de  la  Terre  et  de  la  Lune 
pourront  être  représentées  par  les  droites  ST  et  SL.  Pour  étudier  le  mouvement 
relatif  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  il  faut  appliquer  à  la  Lune  une  force  ST 
égale  et  contraire  à  l'attraction  du  Soleil  sur  la  Terre.  La  résultante  de  LS  et  ST 
est  la  force  LT  que  Newton  décompose  en  deux  autres  LE  et  ET,  l'une  perpen- 
diculaire, l'autre  parallèle  à  PT.  La  composante  LE  est  la  seule  qui  modifie 
les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  la  Lune;  nous  allons  calculer  son 
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intensité.  Si  l'on  prend  SK  =  ST,  on  aura 

ST     SP  +  PK,       SL  =  SP  +  PL  ; 
en  portant  dans  l'égalité  (i)  et  simplifiant,  il  vient 

3SP:PK-h3SP.PK'  hP^'=PL.SP', 

d'où  sensiblement,  à  cause  de  la  petitesse  du  rapport 

PL  3PK. 

On  a  ensuite,  dans  le  triangle  rectangle  PEL, 

LE  =  PL  sin  EPL  =  3  PK  sin  TPK , 
TE  +  TP  =  PL  cosEPL  =  3PK  cosTPK, 

d'où,  en  remarquant  que  l'angle  PKT  diffère  très  peu  de  90", 

LE  =  3PK  ~, 


I  TE=z3PK^|  -  TP 


Soient  u  et  u'  les  longitudes  géocentriques  de  la  Lune  et  du  Soleil,  r  le  rayon 
vecteur  SP;  l'angle  TPK  peut  être  pris  égal  à  u'  —  u,  et  il  vient 

LE  =  3TP  sin(u'— u)  cos(u'  — u), 
TE.=  TP[3cos2(u'-u) -i]. 

Pour  avoir  les  intensités  absolues  des  composantes,  il  faut  prendre  les  rap- 
ports des  longueurs  LE  et  TE  à  ST  et  multiplier  ces  rapports  par 

^=n-ST, 
ST 

en  désignant  par  m'  et  n'  la  masse  et  le  moyen  mouvement  du  Soleil.  On  trou- 
vera ainsi 

Sn'^TP  sin(u'— u)cos(u'— u), 
n'2TP[3cos2(u'— u) -i]. 

La  force  centripète  qui  produit  le  mouvement  circulaire  de  la  Lune  est  égale 

n' 

a     TP  ;  représentons  par  m  le  rapport  -  du  moyen  mouvement  du  Soleil  à  ce- 
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lui  de  la  Lune  ;  nous  pourrons  prendre,  puisque  nous  négligeons  les  excentri- 
cités, 

v'  =  mv, 

et  si  nous  adoptons  pour  unité  de  force  l'attraction  moyenne  de  la  Terre  sur  la 
Lune,  nous  aurons 


(2) 


force  LE  =  3?n^  sin(m  —  i)  -j  cos(m  —  i)  j  =  (ï), 
force  ET  =  [3  cos-(m  —  i)  u  —  i]  =(S)- 


La  force  centripète  totale  s'obtiendra  en  retranchant  la  force  ET  de  l'attrac- 
tion  ^  de  la  Terre  sur  la  Lune;  on  pourra  écrire 

k 

(3)  force  centripète  =  ~  [1  +  ni^—Sm^-  cos^{m  —  i)u]  =  F. 

Newton  cherche  ensuite  l'accroissement  de  l'aire  élémentaire  produit  par  les 
deux  composantes  (S)  et  (T).  La  première  ne  donne  lieu  à  aucun  changement; 
la  seconde  occasionne  une  variation  de  la  vitesse  normale  au  rayon  vecteur, 

r  —  }  et  1  on  a 

dt 


dt 


(t; 


dt 

La  force  (T)  laisse  d'ailleurs  /'  invariable.  On  a,  dans  ces  conditions, 

dj\ 


d  \  r    ,  , 

(4)  .-V  ='-(r' 


Le  procédé  de  Newton  revient  en  somme  à  ce  qui  précède.  La  relation  (4)  est 
identique  à  la  seconde  des  formules  (a)  du  Tome  I  de  cet  Ouvrage  (p.  88); 
elle  équivaut  aussi  à  la  troisième  des  formules  (a)  du  présent  Volume  (p.  29). 

On  a  ensuite,  en  remplaçant  (T)  par  sa  valeur  (2), 

(5)  — ^— — ^  =  - /n^r  sm2(AAi  — 

Si  l'on  prend  comme  unité  de  distance  la  valeur  moyenne  de  r  et  que  l'on 

V- 

remarque  que  l'on  a  déjà  supposé  la  force  centripète  moyenne  —      i,  on  voit 

que  la  vitesse  moyenne  de  la  Lune  devra  être  censée  égale  à  l'unité.  On  pourra 
donc  prendre,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (5),  dt     d\j,  et  il  en  résul- 
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tera 

^  =  -  iïi^  f  siii 2  ( m  —  i)vd<j. 
dt      1     J         ^  ' 

Newton  calcule  cette  quadrature  par  un  procédé  indirect;  nous  nous  borne- 
rons à  en  écrire  immédiatement  la  valeur,  et  nous  aurons,  en  désignant  par  h 
une  constante  arbitraire, 

„  c?u      ,  3  ,  ^ 

-j-  z=:  h  -7   ■  C0S2 (m  —  i) u. 

at  i\  \  —  m 

La  constante  h  est  très  voisine  de  i ,  puisqu'il  en  est  ainsi  de  r  et  de  ;  il  vient 
donc 


(6) 


3 

I  -r  T  cos  lim  —  I  )  u 

41  —  m 


On  peut  remarquer  que  h  est  la  valeur  moyenne  de  c'est  celle  qui  répond 

aux  octants,  car,  en  ces  points, 

cos  2  (m  —  i)u  =  cos(2u' — 2u)  =  o. 
17.  Le  carré  de  la  vitesse  V  de  la  Lune  est 

di'  ' 

mais,  si  l'on  néglige  l'excentricité,  ^  est  de  l'ordre  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice et  peut  être  omis;  il  vient  ainsi,  en  tenant  compte  de  la  formule  (6), 
et  en  négligeant  m\ 

V-=-^     IH  -COS2(/7Z--l)u  . 

\_       2  1  —  m  j 

Soient  i  —  ^  et  i  x  les  valeurs  de  r  dans  les  syzygies  (u'  —  u  =  o  ou 
=  i8o")  et  dans  les  quadratures  (u'  —  u  =r  ±  90°),  V<  et  les  valeurs  corres- 
pondantes de  V.  On  aura 

V  \  =z   I  -f  

{\  ~  x)-  \       Il  —  m 


V 


(i      œY\       Il  —  ni 
3  m'' 

I  -^- 


i~  x\''         2  1  —  m 


Vn      Vi  —  xj  3 

21  —  m 
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Soient  p,  et  po  les  valeurs  du  rayon  de  courbure  dans  les  syzygies  et  dans  les 
quadratures;  les  forces  centripètes  correspondantes  seront,  d'après  le  théorème 
d'Huygens,  dans  le  rapport 


pi      \i  —  ^/  V       i~  m)  F, 
Mais,  d'après  la  formule  (3),  on  a 

^i-=K-  -,        ¥o  =  k 


si  l'on  porte  ces  valeurs  de  Fo  et  F,  dans  la  relation  précédente,  il  vient 


3 


I  —  m 


d'où 


(7)  ^"=i-3mMn- 

Pi  \       I  —  ■ 

c'est  ainsi  que  Newton  a  déterminé  le  rapport  des  rayons  de  courbure  de  l'orbite 
dans  les  syzygies  et  dans  les  quadratures. 

Pour  déterminer  £r,  Newton  considère  l'orbite  lunaire  dont  il  s'agit  ici  (on  a 
négligé  l'excentricité  propre)  comme  une  ellipse  mobile  dont  la  Terre  occupe  le 
centre  et  dont  le  périgée  suit  le  Soleil,  de  manière  que  le  petit  axe  de  l'ellipse 
correspond  toujours  à  la  syzygie  et  le  grand  axe  à  la  quadrature.  Laplace  dit  à 
ce  sujet  :  «  Cette  considération  est  exacte,  mais  elle  exigeait  une  démonstra- 
tion (' );  ...  ces  hypothèses  de  calcul,  fondées  sur  des  aperçus  vraisemblables, 
sont  permises  aux  inventeurs  dans  des  recherches  aussi  difficiles.  ...  ».  On  aura 
donc,  dans  cette  hypothèse, 

-,  ^^7".         -H  — \  ' ,       cû  <  b\ 

b-  ' 

d'où,  avec  la  précision  adoptée  jusqu'ici. 


r  =  ■     I  7-^  1  C0S(2u'—  2U) 

Jo}^  ^,2  |_       2  b--\-a' 


OU  encore,  en  remarquant  que  la  valeur  moyenne  de  r  a  été  prise  pour  unité 


(1)  Newton  avait  démontré  que  le  rayon  de  la  Lune  est  plus  grand  dans  les  quadratures  que  dans 
les  syzygies  {voir  la  p.  3i  de  ce  Volume). 
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et  que  l'on  doit  avoir /•=  i  —  x  dans  les  syzygies  et  r  =  i  f-  ^  dans  les  quadra- 
tures, 

r—\  —  X  C0S2  {m  — 

On  trouve  sans  peine,  en  partant  de  cette  dernière  expression  de  r  et  négli- 
geant      que  le  rayon  de  courbure  p  en  un  point  quelconque  a  pour  expression 

  i     2x  cos 2  ( m  —  I  )  u 

^  ~        ^  ~  I  -  [i  +4(1^  - /«0^r^cosT(m'-^u  ' 


il  en  résuite 


Pi  = 


I  —  2X 


I  —  ,3:  [i  H-  4(i  —  mY] 


Po 


1  +  ^  [iH-  4  (r  — 


=1  — 2^[4(i  — m)^— il. 
pi  ^ 


En  comparant  à  la  formule  (7  ),  il  vient 


(8 


I 

I  H  

o     „  1  --  m 

X  r=i  ~m  -  7-  —  

2     4(i  —  '^j  —  I 


Si  l'on  remplace  m  par  sa  valeur  numérique  m  =  0,0748,  on  trouve  ^  pour 
le  rapport  -       des  deux  axes  de  l'ellipse. 


18.  Pour  conclure  de  là  l'inégalité  désignée  sous  le  nom  de  variation,  Newton 
remarque  qu'elle  provient,  en  partie,  de  l'inégalité  des  aires  élémentaires  dé- 
crites par  le  rayon  vecteur  de  la  Lune,  et,  en  partie,  de  la  forme  elliptique  de 
l'orbite.  Supposant  que  la  Lune  se  meuve  dans  une  ellipse  ABCD  (Jig.  4)autour 


Fig.  4. 
S 


de  la  Terre  en  repos,  placée  au  centre,  il  remarque  que,  si  le  rayon  TP  décrit 
des  aires  CTP  proportionnelles  aux  temps,  la  tangente  de  l'angle  CTP  sera  à 
la  tangente  de  la  longitude  moyenne  correspondante  comptée  h  partir  de  TC, 
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dans  le  rapport  ^  =  '-^-^  =  ^;  puis  que  la  description  de  l'aire  CTP,  lorsque 

la  Lune  passe  de  la  quadrature  à  la  syzygie,  doit  être  accélérée,  de  sorte  que  sa 
vitesse  (vitesse  aréolaire),  dans  la  syzygie,  soit  à  celle  de  la  quadrature  dans  le 


3 

I  4-  -T  m 


rapport     4"    >  et  que  l'excès  de  cette  vitesse,  à  un  moment  quelconque,  sur 


3 
4 


celle  de  la  quadrature,  soit  proportionnel  au  carré  du  sinus  de  l'angle  CTP. 
C'est,  dit-il,  ce  que  l'on  fera  assez  exactement  si  l'on  diminue  la  tangente  de 


/'    3  , 
I  —  -T  m- 


l'angle  CTP  dans  le  rapport  ^  ^— •  Par  ce  moyen,  Newton  trouve  que  la 


+  7  m' 

4 


tangente  de  l'angle  CTP  sera  à  la  tangente  de  la  longitude  moyenne  dans  le 
rapport 


/  _  3  , 

/  '     4'"  _  68,6877 


3  „  70 
4 


La  différence  des  deux  angles  sera  maximum  dans  les  octants,  où,  la  longitude 
moyenne  étant  de  4^^  la  longitude  vraie  sera  l'angle  dont  la  tangente  est 

^^^^^n,  soit  44^27' 28'  ;  en  retranchant  de  45«,on  a  32'32"pour  la  plus  grande 

valeur  de  la  variation. 

Il  en  serait  ainsi  si  la  Lune,  en  passant  de  la  quadrature  à  la  syzygie,  décri- 
vait un  angle  CTA  rigoureusement  égal  à  90°.  Mais,  en  raison  du  mouvement 
du  Soleil,  il  faut  augmenter  le  nombre  précédent  dans  le  rapport  des  durées 
des  révolutions,  synodique  et  sidérale,  delà  Lune,  ce  qui  donne  35' 10";  c'est 
peu  diff'érent  de  la  valeur  trouvée  par  l'observation. 

Nous  pouvons  vérifier  la  première  assertion  de  Newton  : 

L'ellipse  immobile,  décrite  conformément  à  la  loi  des  aires,  donne  lieu  aux 
formules 

„  dv  I       sin-  ('      cos^  v 


Si  l'on  fait 


dt  r 


I       sin^  {>'      cos^  p' 
tangr'=>.  tang/if,  =r  + 
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on  trouve  aisément 


4' 


(9)  c' 


-I  — 


donc,  dans  les  quadratures, 

/it=:o,       c'=  bnji~c',; 

dans  les  syzygies. 


On  a  donc 


ht  =  Q0%        c  =  —  =:  c\. 


ci^     Cl  b  y  c\ 


et  il  en  résulte,  à  cause  de  la  formule  (6)  qui  donne  4, 


ce  qui  est  la  formule  proposée  par  Newton.  Comme  A,  a  et  h  sont  voisins  de  i, 
l'expression  (9)  de  c'  varie  du  reste  à  fort  peu  près  proportionnellement  à 
sin^'A;,  et  c'était  une  condition  qu'il  fallait  réaliser. 

Pour  obtenir  l'inégalité  elle-même,  il  est  plus  simple  d'opérer  comme  le  fait 
Laplace  dans  son  analyse  de  la  théorie  de  Newton  (Mécanique  céleste,  t.  V, 
Livre  XVI).  L'équation  (6)  donne,  en  remplaçant  /•  par  i  —  xcosi(m  —  i)u. 


A       f  3 

dt 

d'où 

3 


2  X  + 


/  X  .  4  1  —  ni  . 

■J  =  COnSt.H  SH12(l  —in\-j\ 

'2(1  —  in  )  ^         '  ^ 

le  terme  périodique  représente  l'inégalité  cherchée.  Son  maximum  est 

3  1)1- 


1 X 


4  I  —  m 


2(1  —  m) 

OU  bien,  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  et  réduisant, 

3      (  1 1  —  1 2  w  H-  4  ) 
8(1  — m)- (3  —  iin){\  —  iin)' 

19.  Newton  s'occupe  ensuite  des  variations  du  nœud  et  de  l'inclinaison,  et 

T.  -  m.  .  6 
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trouve,  par  des  considérations  géométriques,  ces  expressions  des  mouvements 
,       .       dQ    ,  do 

horaires^  et  ^, 


(xo) 


[  ^=:—3mhi  siii(-j— Ô)sin(u'— Ô)cos(u  — u'), 
\  dt 

d^  3m2/i©cos(-j-  0)sin(-j'-  0)cos(-j-u'), 
\  dt 


OÙ  n  désigne  le  mouvement  horaire  de  la  Lune.  Ces  valeurs  sont  identiques  à 
celles  que  fournissent  les  formules  (a)  et  (b);  en  effet,  dans  ces  dernières, 
z'  désigne  la  distance  du  Soleil  au  plan  de  l'orbite  de  la  Lune,  et  la  considéra- 
tion d'un  triangle  rectangle  facile  à  apercevoir  donne 

z' =  — sincp  sin(u' — 0). 
On  a,  d'ailleurs,  en  négligeant  l'inclinaison, 

^2  —  ,,2_^  /./2_  C0S(-J  —  u'), 

d'où 

j     I  f    2/'    ,  /n"^ 

=      [i-7rC0s(u -  •.')+ , 

et,  en  développant  suivant  les  puissances  de  ^, 

1  +  ^  cos(u  —  u')  -i-  .  .  .  J  . 


1    j 

^  = 


On  trouve  donc 

3  /' 

W  =  —      sincp  sin("j'  —  9)  cos(-j  —  u'), 

et  les  formules  (a)  et  (b)  donneront,  en  remarquant  que  Y  =  u  —  G, 
d9  S  ni'        n  ar-^ 


dt  v-\-  m  Qt  /'^ 

(II) 


sin     —  9)  sin(y'--  9)  cos(-j  —  -J), 


dt  1  4-  m 

Mais  on  a 


m' 

nv-  —  > 


I  4- m  «"a 


et  il  en  résulte  que  les  formules  (10)  et  (11)  coïncident  quand  on  néglige  les 
excentricités. 

Newton  remarque  ensuite  que  le  mouvement  horaire  du  nœuxl  est  tantôt 
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accéléré  et  tantôt  retardé  dans  le  cours  d'une  lunaison;  il  prend  la  valeur 
moyenne  qu'il  appelle  le  mouvement  horaire  médiocre.  On  a,  par  une  transfor- 
mation facile, 

dQ  3 

sin(-j'—  0)[sin(u'—  9)  +  sin(2u  —  u'—  9)]  ; 

le  terme  dont  l'argument  est  2u  —  u'  —  6  prend,  dans  le  cours  d'une  lunaison, 
des  valeurs  positives  et  négatives  qui  se  détruisent  à  fort  peu  près,  et  il  en 
résulte,  pour  le  mouvement  horaire  médiocre, 

3  3  3 

(12)  -t:~  /n^  Al  sin-('j'—  9)  ——  -  nx^-n  +  y  m-n  C0S2(y'—  9), 

quantité  qui  ne  devient  jamais  positive.  Newton  calcule  la  valeur  moyenne 
de  ^  par  un  procédé  qui  revient  à  poser  u' —  0  =  d'où,  en  négligeant  l'ex- 
centricité du  Soleil, 

mn  dt  —  dB  —  ddi,       d9  =z -  m  d<lj. 

^  3       .  „  , 

I  H —  m  sin^ 

Entre  deux  passages  consécutifs  du  Soleil  par  le  nœud,  G  varie  de 

3-      r'""       sin^^'       ^,         3/9  \ 
i-h-msin-'j;  *      ^  / 

Newton  a  déterminé  cette  intégrale  par  un  procédé  spécial.  Pour  avoir  l'ac- 
croissement de  6  pendant  une  révolution  sidérale  du  Soleil,  il  faut  diviser  par 

I  —  jm,  ce  qui  donne 

3/3  \ 
—  -  m  II  —        -Jr  .  .  .  j  2Ti:. 

En  multipliant  par        on  a  le  mouvement  horaire  médiocre 

3  ,       9  , 

—  -jm^n  +  -irvn  —  ... 

4  8 

obtenu  par  Newton  qui  y  ajoute  encore  un  petit  terme  correctif  inexact  de 
l'ordre  de  m"  ;  mais  il  arrive  finalement  qu'il  avait  calculé  la  durée  de  la  révolu- 
tion des  noeuds  de  la  Lune  à  moins  de  7^  de  sa  valeur.  Il  avait  trouvé  en  outre 

400 

dans  G  un  terme  en  sin2(u'—  G),  correspondant  à  une  inégalité  découverte  par 
Tycho  Brahe  et  ayant  à  fort  peu  près  le  même  coefficient. 
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Pour  ce  qui  concerne  l'inclinaison,  la  seconde  des  formules  (lo)  donne 


~  =■  —  -  w^n  9  sin(-j'  —  ô)  [cos(u'  —  5)  -H  cos(2u  —  u'—  0)]  ; 

en  négligeant  le  terme  en  cos(2u  —  u'— 6)  qui  se  détruit  à  très  peu  près, 
Newton  obtient,  pour  le  mouvement  horaire  médiocre  de  l'inclinaison  relatif  à 
la  durée  d'une  lunaison, 

3 

—  7  m"-    o  sin  2  (u'  —  B). 

Pour  l'ensemble  des  positions  du  Soleil,  cette  quantité  s'annule,  de  sorte  que 
l'inclinaison  a  une  valeur  moyenne  constante;  il  n'y  a  qu'une  inégalité  pério- 
dique principale  en  cos2(u'— 0),  qui  cadre  bien  aussi  avec  ce  que  fournit 
l'observation. 

Dans  le  scolie  final  qui  termine  la  théorie  de  la  Lune,  Newton  dit  :  «  Qu'il 
a  voulu,  par  les  déterminations  précédentes  des  mouvements  lunaires,  montrer 
comment  on  peut  y  parvenir  au  moyen  de  la  cause  qui  les  produit.  »  Il  annonce 
ensuite  avoir  trouvé  plusieurs  autres  inégalités,  sans  exposer  les  méthodes  par 
lesquelles  il  y  est  arrivé.  11  dit  notamment  avoir  reconnu  l'équation  annuelle, 
et  l'avoir  trouvée  de  ii'5o"(la  vraie  valeur  est  de  ii'io"). 

20.  Un  Ouvrage  publié  tout  récemment  jette  un  nouveau  jour  sur  les  progrès 
que  Newton  avait  fait  faire  à  sa  théorie  de  la  Lune  ;  il  a  pour  titre  :  A  Catalogue 
of  the  Portsmouth  Colleclion  of  Books  and  Papers  written  hy  or  helonging  lo  Sir 
Isaac  NewLon  (Cambridge,  i888). 

Les  manuscrits  de  Newton,  après  avoir  passé  en  diverses  mains,  apparte- 
naient, en  dernier  lieu,  au  comte  de  Portsmouth,  qui  les  a  livrés  à  l'Université 
de  Cambridge,  en  la  priant  de  faire  un  choix  et  de  conserver  pour  elle  tout  ce 
qui  se  rapportait  directement  à  la  Science.  Une  Commission,  composée  de 
MM.  H.-R.  Luard,  G.-G.  Stokes,  J.-C.  Adams  et  G.-D.  Liveing,  fut  nommée  le 
6  novembre  1872,  à  l'effet  d'examiner  et  de  classer  les  très  nombreux  papiers 
de  Newton.  Nous  lisons,  dans  la  Préface  de  l'Ouvrage  en  question,  que  l'on  n'a 
trouvé  de  résultats  importants  et  non  publiés  que  sur  trois  théories  :  celle  de  la 
Lune,  celle  de  la  réfraction  atmosphérique,  et  la  détermination  de  la  forme  du 
solide  de  moindre  résistance  ;  les  manuscrits  correspondants  étaient  souvent  en 
mauvais  état,  ayant  souffert  du  feu  et  de  l'humidité.  Le  plus  intéressant  se 
rapporte  au  mouvement  de  l'apogée  lunaire  :  Newton  établit  d'abord  deux 
lemmes  qui  font  connaître  le  mouvement  de  l'apogée  dans  une  orbite  elliptique 
d'excentricité  très  petite,  tel  qu'il  résulte  d'une  force  perturbatrice  agissant 
dans  la  direction  du  rayon  vecteur  ou  dans  une  direction  perpendiculaire.  Ces 
deux  lemmes  étaient  rédigés  avec  soin,  comme  s'ils  avaient  été  préparés  pour 
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l'impression,  devant  figurer  sans  doute  dans  une  nouvelle  édition  des  Principes. 
Newton  fait  ensuite  l'application  de  ses  deux  lemmes  pour  trouver  le  mouve- 
ment horaire  du  périgée,  et  il  arrive  à  un  résultat  qui  peut  être  représenté  par 
la  formule 

,  I  H  C0S(2U'—  2GT) 

/  o\  dmy  2 

^'^^  -dï  =  "  ^SM  ^ 

d'après  la  Préface,  la  déduction  de  cette  formule  n'est  pas  entièrement  satisfai- 
sante, et  les  corrections  apportées  au  manuscrit  montrent  que  Newton  n'était 

pas  bien  sûr  du  coefficient  ^• 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  formule  exacte,  limitée  à  ses  premiers  termes,  est 


on  a,  d'ailleurs. 


=  ^  H-  0  cos(2u' —  2Gî)J  ; 


m  rz;  0,07^80,        j  m- — 


4  238,3' 


il  en  résulte  la  même  formule  (i3),  sauf  que  le  facteur  —  est  remplacé  par  5.  La 

Préface  ajoute  que  Newton  déduit,  tout  à  fait  correctement,  de  la  formule  (i3), 
que  le  mouvement  moyen  annuel  de  l'apogée  est  de  38°5i'5i",  tandis  que  celui 
qui  est  donné  dans  les  Tables  astronomiques  est  de  4o°4''>5. 

Nous  dirons,  en  terminant,  que  la  portée  des  deux  lemmes  de  Newton  se 
comprend  mieux  si  l'on  remarque  que  la  sixième  des  formules  («)  donne,  en 
supposant  l'inclinaison  nulle, 


dt 


—  H  j^—  S  cosHP'  +  T  ^1  +      sinup-J  , 


OÙ  H  désigne  une  constante.  Quand  on  néglige  aussi  l'excentricité  dans  le 
second  membre,  cela  devient 

e  ^  =  H(—  S  cosM'  4-  2T  sint^t')- 


Les  deux  lemmes  de  Newton  reviennent  à  la  démonstration  de  cette  formule, 
lorsque  S  ou  T  est  nul. 
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21.  «  Dans  le  Livre  des  Principes,  Newton,  après  avoir  assigné  la  cause  des  per- 
turbations du  mouvement  elliptique  de  la  Lune,  a  fait  voir,  de  plus,  comment  on 
pouvait  calculer  les  grandeurs  d'une  partie  d'entre  elles  avec  assez  d'exactitude 
pour  fournir  déjà  une  confirmation  remarquable  de  la  gravité  universelle.  Mais 
Clairaut  est  le  premier  qui  ait  donné  une  théorie  du  mouvement  de  la  Lune, 
fondée  sur  l'intégration,  par  des  séries,  des  équations  différentielles  du  pro- 
blème des  trois  corps,  qu'il  avait  obtenues  en  même  temps  qu'Euler  et  d'Alem- 
bert  (  ').  » 

Clairaut  suppose  d'abord  que  le  mouvement  se  fasse  dans  le  plan  de  l'éclip- 
tique  ;  soient  r  et  v  les  coordonnées  polaires  de  la  Lune,  l'origine  étant  au  centre 
de  la  Terre  ;  S  la  composante  de  la  force  motrice  suivant  le  rayon  r,  comptée  posi- 
tivement dans  le  sens  du  prolongement  de  r;  T  la  composante  perpendiculaire, 
comptée  positivement  dans  le  sens  des  longitudes  croissantes.  Les  équations 
auxquelles  arrive  Clairaut  peuvent  se  déduire  des  formules  (a")  de  notre  Tome  I, 
page  91,  en  y  supposant  u  =  -,'  Elles  sont,  en  prenant  v  pour  variable  indépen- 
dante et  désignant  par  h  une  constante  arbitraire, 

dt 


/■  1 


di''^  r 


(1)  Cette  citation  est  empruntée  au  Mémoire  de  Poisson  ;  Sur  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de 
la  Terre. 
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OU,  ce  qui  revient  au  même, 

/•-  dv 


(i)  .  dt  = 


A  y/ 1  -h  2  p 


a-  — ■  ,  ,  S  /'^  —  1  /■  -r 
,  .  /•  h'  dv 
(2)  TTl-   ^  


Tr^  di>. 


Clairaut  pose  ensuite,  en  désignant  par  M  le  produit  de  la  somme  des  masses 
de  la  Terre  et  de  la  Lune  par  la  constante  f, 


(4) 


,     T  d, 
M         M    dv  ^ 
I  H-  2p 


(5) 

moyennant  quoi  la  formule  (2)  devient 

(6)  ^4-U4-£2  =  o. 

^  est  la  force  centrale  qui  produirait  le  mouvement  elliptique;  la  force  per- 
turbatrice de  ce  mouvement  est  donc  représentée  par  ses  composantes  —  <ï>  etT, 
relativement  aux  axes  rectangulaires  mobiles  définis  plus  haut. 

22.  Clairaut  multiplie  l'équation  (  6)  par  cosvdç;  il  intègre,  et  trouve,  en  dé- 
signant par     une  constante  arbitraire, 

d\]         „  .       r..  . 

—r-  cosv'  4-  U  sm  v  -\-  \  iicosv^     =  Co. 
dv  J 

Il  multiplie  cette  nouvelle  équation  par  intègre,  et  désigne  par  c^  une 

nouvelle  constante  arbitraire,  ce  qui  lui  donne 


+  J i^J 12  dosv  dv^  <^tangp     Cotangp  +  Cj, 
ou  encore,  en  intégrant  par  parties. 
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En  tirant  de  là  U  pour  le  reporter  dans  la  formule  (5),  il  vient 

(7)  —  =  I  —  c'o  sini' —  c'i  cosc  +  A, 
en  posant 

(8)  Atnsinc/  dv  —  cosr  I  Q.sin^>d^'. 

Si  l'on  suppose  A  =  o,  on  retrouve  l'ellipse  de  Képler. 

23.  La  quantité  A  se  calculerait  aisément,  si  l'on  avait  mis  ù  sous  la  forme 

(9)  ^  =  ^  A;  cos iV, 

«désignant  une  série  de  quantités  réelles  quelconques. 

Les  formules  (8)  et  (9)  donnent  en  effet,  par  un  calcul  facile, 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  formule  (7), 

On  aurait  donc  ainsi  l'équation  de  l'orbite,  avec  les  coordonnées  polaires  r 
et  ç^.  On  peut  disposer  de  la  direction  de  l'axe  des  x  de  manière  à  avoir  =  o,  et 
si  l'on  fait 

('0  l^  =  P> 

il  vient 

Le  rapprochement  des  formules  (9)  et  (12)  montre  que  chaque  terme  du  dé- 
veloppement de  ù  engendre  d'une  manière  très  simple  un  terme  du  développe- 
ment de 

r 

Les  formules  souffrent  un  cas  d'exception  pour  1  =  1;  car  alors  le  dénomina- 
teur   —  I  s'annule.  Il  est  facile  de  voir  comment  la  formule  (12)  doit  être  mo- 
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difiée,  en  rapprochant  les  deux  termes 


I     A,-  I     A,-         .       A^-  cosc  —  cos/r 

COS   COS  LV  — 


r —  I  p   L'—l  p  i- —  I 


cette  expression,  lorsque  î  tend  vers  i,  se  présente  sous  la  forme  ^»  et  elle  a 
pour  limite 


A;  / ('  sini('\  \/ 

'  *     —  —    sin  ('. 


p   \      2  1  9.p 

Si  l'on  n'avait  rien  négligé  pour  mettre  ù  sous  la  forme  (9),  en  raison  du 
facteur  qui  croît  au  delà  de  toute  limite,  on  pourrait  affirmer  que  le  terme  pré- 
cédent finirait  par  éloigner  de  plus  en  plus  l'orbite  de  la  forme  elliptique.  On 
n'aura  pas  le  droit  de  formuler  la  même  conclusion  si  l'on  a  négligé  quelques 
quantités  pour  mettre  ù  sous  la  forme  indiquée  ;  tout  au  plus  pourra-t-on  en 
déduire  qu'on  ne  devra  compter  sur  l'exactitude  de  la  solution  que  pendant  un 
petit  nombre  de  révolutions. 

Clairaut  remarque  ensuite  que  l'on  devra  accorder  la  plus  grande  attention 
aux  termes  du  développement  (9)  de  Q,,  dans  lesquels  /,  sans  être  rigoureuse- 
ment égal  à  I,  en  différerait  seulement  d'une  quantité  très  petite;  car  ces 

termes,  en  passant  de  Cï  à  -,  acquièrent  le  petit  diviseur  P  —  i,  et  peuvent 

devenir  très  sensibles  dans  j,  alors  même  qu'ils  l'étaient  peu  dans  Ù. 

Les  termes  pour  lesquels  i  est  voisin  de  o  méritent  autant  d'attention;  il  est 

vrai  qu'ils  ne  changent  presque  pas  en  passant  de  ù  dans  y.;  m'ais,  quand  on 

veut  avoir  /  en  fonction  de  par  la  formule  (i),  on  est  ramené  à  des  intégrales 
telles  que 


/ 


.    ,       sin  n' 
cosiv  dv  —  — .  h  const., 


et  le  dénominateur  i  est  très  petit. 

Ces  termes,  dans  lesquels  ^  diffère  peu  de  i  ou  de  o,  constituent  la  plus  grosse 
difficulté  du  problème.  Quant  aux  autres,  on  pourra  les  calculer  d'une  façon 
plus  sommaire. 

24.  Clairaut  considère  un  cas  intéressant,  déjà  examiné  dans  les  Principes  de 
Newton,  où  l'on  aurait  constamment 


T=:0  Ol  4»=  - 


T.  -  m. 
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de  sorte  que  la  Lune  serait  attirée  seulement  par  la  Terre,  l'attraction  étant 


7.-^-7^} 


Traitons  directement  ce  cas,  en  remontant  aux  formules  (2)  et  (3)  qui 
donnent 


ou  bien 


'  dv^        r  r 


 ^-M    +■  r-. —  M^O. 


On  peut  intégrer  cette  équation  linéaire;  en  désignant  par  H  une  constante 
arbitraire  et  disposant  de  la  direction  de  l'axe  des  x,  il  vient 


H  CCS  ^  V  y/^ I  — 


 M 


h 

L'expression  qui  en  résulte  pour  r  est  de  la  forme 

P' 

r  —   -,  > 

I  H-  e  C0'&[f.\> 

OÙ  l'on  a 


La  trajectoire  présente  une  série  de  maxima  et  de  minima  du  rayon  r;  l'inter- 
valle angulaire  compris  entre  un  maximum  et  le  minimum  suivant  est 


7T 


de  sorte  que  la  ligne  des  apsides  tourne  dans  le  sens  direct  avec  une  vitesse 
égale  à  la  vitesse  moyenne  du  rayon  vecteur,  multipliée  par 


/  kU 
\/'-^ 

On  peut  écrire 

P' 


I  +  e'  cos  (  ('  —  cj'  ^ 

en  faisant 

■us'  =  (i  —  lJ.)^•^, 
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ce  qui  prouve  que,  dans  ce  cas,  la  Lune  se  mouvrait  encore  sur  une  ellipse 
ayant  son  foyer  au  centre  de  la  Terre;  mais  le  grand  axe  de  l'ellipse  tourne- 
rait, dans  le  sens  direct,  de  la  quantité  indiquée. 

Clairaut  remarque  ensuite  expressément  qu'une  ellipse  invariable  ne  peut  pas 
servir  de  point  de  départ  aux  approximations  successives,  car  les  observations 
nous  apprennent  que  le  périgée  accomplit  une  révolution  en  neuf  ans  environ. 
Donc,  au  bout  de  quatre  ans  et  demi,  le  périgée  s'échange  avec  l'apogée,  de 
sorte  qu'il  vaudrait  mieux  alors  supposer  l'orbite  circulaire.  Il  en  conclut  qu'il 
faut  prendre  une  ellipse  mobile  représentée  par  l'équation 


1  -r  e  COS^J-V 

25.  Expressions  des  composantes  et  T.  —  Il  serait  bien  facile  de  les 
déduire  des  formules  du  Chapitre  précédent,  mais  nous  préférons  les  retrouver 
directement. 

Soient  X  et  Y  les  composantes  de  la  force  perturbatrice,  parallèles  aux  axes, 
X  ety  les  coordonnées  de  la  Lune,  x'  etf,  r'  et  v'  celles  du  Soleil,  D  la  distance 
de  la  Lune  au  Soleil,  M' le  produit  de  la  masse  du  Soleil  par  la  constante  f.  On  a 

—  0/-=;Xj7  4- Yj,       T>  —xY  —yX, 

d'où 

*  =  ^'[(-H-.y,(^-i,).;]. 


On  a,  d'ailleurs, 

^  =  /-cos^',      j  — /-sinp,       œ' =z  r' cosp',  /•' sin  t^', 

+ jj'=  rr'  cos((^  —  ç'),       x' y  — y' x  ziz  rr'  sin(p  —  v'), 
D-  =  /'^H-  r''^ —  irr'  cos(p  —  t^'), 

=  ,-:7ïï[i--7tCos((^-(/)  +  -^J  , 

d'où,  en  développant  suivant  les  puissances  de  ^  ^quantité  voisine  de  et 
négligeant^, 

î)3  =  7:^         77-cos(c- r')  . 

Il  en  résulte 

<^  =  TTT  ['  -  3  cos^'Cc  -  r')],       T  =-  sin(c  -  r')  cos(r  -  ; 
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OU  bien,  on  remplaçant  M'  par  /l'^a''  et  transformant, 

I  /a'Y 
$=r  —  -  n'-rl-jj  [i  +  3cos(2r  —  2v')\, 

T— — 2'     vT'/  —  ^*  ) 

Quand  on  néglige  l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil,  on  a 

r'=a',  rt'^  +  const., 

et  il  en  résulte  ces  expressions  assez  simples 

j   0  =  —  3C0S(2r— 

/  T=—  -/i'^r  sin(2r  —  2c'). 
Les  formules  (t),  (3)  et  (4)  donnent  ensuite 

2  p  =  —  /  /"  SI n  (  2  ('  —  2  r  )  ar, 

M/j  J 

/  /s  I  r'-dv 

(x/0  dt~ 


V^M/)(  I  H-  ap) 

T                                                3  n'^r-  dr 
+  2p)  —  ïT—  [1  H-  3  cos (2  (•  —  2  (V)]  r-r  T-  sin (2  r  —  2 1'')  —  2p. 


Soit  X  une  quantité  voisine  de  p,  dont  la  signification  sera  fixée  plus  loin,  et 

les  formules  précédentes  donneront 

I  2p  =  — 3a~  y(^)  sin(2c- 2r')  f/c, 

('^)    1  r    //A^  3    //A 2  dr 

-al-)  [i  +  3  cos(2  (' —  2r')]  4- -  a  -  — ^  sin  (  2  c  —  2  -h  2  p 
2    \x/   ^  2    \-kJ  xdç      ^  '  ' 

I  +  2p 


O 


Il  ne  s'agit  plus  que  de  cbasser  r  et  —  de  ces  formules,  et  de  réduire  12 
en  une  série  de  cosinus  des  multiples  de  v. 

26.  Nous  prenons  donc,  comme  point  de  départ  de  la  première  approximation, 

('7)  •      /•  =  ; 

j  -t-  e  cos  ij.  (' 
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nous  en  déduisons,  en  négligeant  e-, 

(  1 8)        (-1=1  —  4^  cos/ji.  r,        1-1  =1  —  de  cosfj(.v,        —  -7-  =  ixe  sin/JLc  ; 


.^j  ^  ^r->         y^j  -  ■   -r--' 

on  peut,  pour  cette  première  approximation,  négliger  p  dans  l'expression  (i4) 
de  dt,  ce  qui  donne 

ûfi  =  -— =  ==         (  I  —  2  e  cos[ji.(^)  i/^', 
s/Mp  \/Mp 


d  ou,  en  intégrant, 

i  +  const.  =  ,      i  ^'  —  —  sinuLi^ 

Nous  négligerons  complètement  l'excentricité  e'  de  l'orbite  du  Soleil  ;  nous 
aurons  donc 

v'  =  n'  t  ~\-  const., 

et,  si  l'on  porte  dans  cette  formule  l'expression  précédente  de     il  vient 

V—  mç  H-  G-  sin  ac. 

(■9)  '«  =  71^'  = 

(T  est  une  constante  que  l'on  peut  supposer  nulle  si,  à  l'origine,  le  Soleil  et  la 
Lune  ont  été  en  conjonction,  la  Lune  étant  en  même  temps  au  périgée,  car  on  a 
alors  ^  =  0,  v'=o,  et  la  formule  (17)  donne,  pour  r,  un  minimum.  On  peut 
d'ailleurs  éviter  ces  hypothèses  qui  ont  été  reprochées  à  Clairaut,  en  laissant 
subsister  la  constante  cr,  qui  n'est  pas  gênante,  et  écrivant 


1  -t-  ecos(fjti^  —  c7o) 


où  cTo  désigne  une  autre  constante.  On  aura  ensuite 

,     -        [\em  . 

2Ç  —  2Ç  —AÇ  -[  Sin  fJl.  (', 

avec 

(20)  X  —  2  —  2  m. 

On  trouve,  en  appliquant  la  formule  de  Taylor, 

cos  (2  (•  —  2  p')  =  cos  A  ('  —  sm/JLc  sin  Ar  —  .  . 

•    /  ;x         •  \          4^"*   .  -s 

sm(2  ('  —  2  p  )  =  sm  Ac  H  sinu-r  cos  A  c  — .  . 

F- 
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d'où,  en  transformant, 
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(21) 


2  €flt  2  StlX 

C0S(2  p  —  iv')  —  COsXp  -\  COS(>.  +  [J.)  V  COS(X  — 

/J.  p. 

2  2  ^//i 

sin(2^'  —        —  sinA<'  h  —  sin(X  +   ~  sin(X  —  fji)  c; 


en  combinant  la  dernière  formule  avec  l'expression  de  (-)  j  il  vient 


-  )  sin(2   —  2i>')  =  sinA  p  —  2e(  i  )sin(>i  +  /j.)(^  —  2e(  iH  )  sin(X  —  ij.)v. 


F-/ 


F/ 


Intégrons  et  portons  dans  l'expression  (i6)  de  p  ;  il  viendra 

[ /n                                        ^  m 
^^^^^  —  2g  ^  ^  ^  cos(A  +       —  2e^j^  ^cos(A  —  /jl)^'  +  c 


Clairaut  détermine  la  constante  c  de  manière  que  p  s'annule  pour  =  o,  ce 
qui  donne 

  I      4  e  (  X  H-  m  ) 


(23) 


On  tire  ensuite,  des  formules  (i8)  et  (21), 


(24)  -af-  )  cos(2P  — 2P'')=-a|  cosAt^  —  e 


2  Vx 


3  2m\ 
2  / 


Jcos(X+/z)P— e^|  +  ^y,os(A— ^/)(/j , 

3        dr  3 

(25)  -  a  —  ^  sin(2 —  2(^')  =  -  a|jie[— cos(X  +  /jl)p +  cos(X  — /Ji)  (^J. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  reporter  les  expressions  (22),  (24)  et  (25)  dans  l'expression 
(16)  de  li;  on  pourra  supposer,  dans  le  dénominateur,  p  =  o.  On  trouvera 

(26)  i2  =— Aa  cosXp  —  Ba  cos(>i  —  fj(.)(^  —  Ca  cos(> -h  ^Jt.)p  —  Ea  cos/jit^  +  Pot, 
en  faisant 

'  A 


3  3  X 
_  +  , 

2      h  p 


B=e  —6 


(27) 


E  =  - 
P 


[ 


7;i 

6^ 
P 

I  + 

l- 

F- 

I  — 

m 

6^ 
P 

A  + 

3/3  im 


3 


1  X 

 3c 

2  p 
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On  a  ensuite,  par  la  formule  (12), 


fl  faut  égaler  à  zéro  le  coefficient  de  cos(^  puisqu'on  a  introduit  cosjjl^  au 
heu  de  cos(^;  on  en  déduira  une  équation  propre  à  déterminer  c,,  mais  qu'on 
pourra  laisser  de  côté,  car  c,  ne  figure  dans  aucune  autre  relation.  On  simpli- 
fiera ensuite  l'écriture  en  faisant 


(28) 


-  =H-ecos/x(^+  (3cosA(^  +  ycos(A-  fji)  c  +  â cos( A  +  ju) 


(29)  i  +  Va  = 


X 


g—  X  _         Boe         X  Ca  X 


(3o) 


Ea  X 


I  p 


On  a  représenté  par  e  le  coefficient  de  cospif.  afin  de  retrouver  la  première 
approximation  =  I  +  ecosîx..  Remplaçons,  dans  les  autres,  les  quantités  A, 
B,  . . . ,  P  par  leurs  valeurs  (  27),  X  par  2  -  2m  et  ^  par  la  quantité  qui 
lui  est  égale,  d'après  la  formule  (19);  nous  trouverons 


Q  3 


2(1  —  2W)  {'i-~mi)\  '^i--mp 


I  X 


m 

IH  


(3i)        7=     7^~~  :   ^^^^^"^ 


(3-^  — 2m)  (2m  +  ^-i)  \  p  2-ix  ^^^i  ^  4" 


^g^"  (     X  3 


(3  +  ^  — 2m)(i  +  ^_2/n)  2  4-/JL  — 2m  4  ]I 


/  2  —  m 


2(i-m)  (2  +  ^_2m)(2-^-2m)' 


(32)  ^=:t_fî  +  3m^ 

X  2 


/  ^  2  — ^  m 

4  e 


.2(i-m)      ■     (2  +  ^-2m)(2-|ui-2m)J' 
3em2 


2(f^'-l)' 

Cette  dernière  relation,  qui  provient  de  (3o),  peut  s'écrire,  après  lasuppres 


sion 
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du  facteur  e, 

(33)  1^'  =  '--''' 


La  constante  a  définie  par  la  formule  (i5),  dans  laquelle  on  peut  remplacer 
M  par  n'a\  diffère  très  peu  du  carré  du  rapport  du  moyen  mouvement  du 
Soleil  à  celui  de  la  Lune;  a  doit  être  considéré  comme  une  petite  quantité  du 
second  ordre.  La  formule  (32),  dans  laquelle  on  remplace  ji.  par  sa  valeur  (33), 

donnera^  par  des  approximations  successives.  On  aura 

=  1  +  une  quantité  du  second  ordre  ; 

P 

nous  pourrons  prendre  ici  ^  =  i,  a  m%  et  les  formules  (3i)  et  (33)  donne- 
ront 

p.2      I  —  -  m\        fjL  =  I  —  ^      +  .  .  .  , 


^  —  m)  (i  — 2m)(3—  2m) 


/  3 

(  2  ~  2  m  )  I  2      —  ^ 


(4  —  2m)  (2  —  2m)     \  3  — 2m 

On  remarquera  qu'un  facteur  m  a  disparu  du  numérateur  de  y,  parce^qu'il  se 
trouvait  aussi  en  facteur  au  dénominateur  dans  2/72  +  [i-  -  i  =  2m  -  ^ m-.  On 
aura  donc  finalement 


(34) 


i5 

-  =z  I      ecosfJK'  +  m2  cos(2  —  2m)  v  +  -g-mecos(2  -  2m  —  .a)  v 


5 

—  ^em^  cos(2  +    —  2m)    +  .  .  .  , 


(35)  P=i-4'^^ 


La  formule  (34)  représente  l'équation  de  l'orbite  en  coordonnées  polaires, 
au  moins  d'une  manière  approchée,  car  on  a  négligé  beaucoup  de  choses,  no- 
tamment l'inclinaison.  Glairaut  ne  donne  pas,  comme  nous  l'avons  fait,  les  par- 
ties principales  algébriques  des  coefficients  (3,  y  et  S,  mais  leurs  valeurs  numé- 


riques. 
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27.  Le  rapport  des  moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  a  pour  valeur 

m  = 0,0748; 


il  en  résulte 

et  l'observation  donne 


3 

p.  =  7  /n^  =  o ,  oo4  20  ; 


I  —  p.  —  o, 008  43. 


La  théorie  fournit  donc,  pour  le  périgée,  une  vitesse  qui  n'est  guère  que  la 
moitié  de  la  vitesse  réelle.  Il  fallait  en  conclure,  ou  que  l'attraction  newtonienne 
ne  donne  point  le  vrai  mouvement,  ou  que  la  solution  précédente  n'est  pas 
propre  à  le  déterminer.  Clairaut  s'est  borné  d'abord  à  la  première  alternative 
et  il  a  pensé  que  la  loi  de  Newton,  qui  rendait  compte  des  attractions  à  grandes 
distances,  devait  être  modifiée  par  un  terme  complémentaire,  sensible  seule- 
ment à  des  distances  assez  petites,  ce  qui  est  le  cas  de  la  Terre  attirant  la  Lune. 
Il  avait  remarqué  (p.  5o)  que,  si  la  loi  d'attraction  était  exprimée  par  la  for- 
mule 

M  km 

le  terme  additionnel  ^  aurait  pour  effet  de  produire  un  mouvement  direct  du 
périgée;  il  était  donc  facile  de  déterminer  le  coefficient  /c  de  façon  à  rétablir 
l'accord  entre  les  deux  vitesses  fournies  par  l'observation  et  par  la  théorie.  Il 
est  bon  de  se  rappeler  que  le  même  désaccord  était  constaté  presque  aussitôt 
par  d'Alembert  et  Euler.  Ce  fut  Clairaut  qui  montra  le  premier  (')  qu'il  avait 
pour  cause,  non  pas  l'inexactitude  de  la  loi  de  Newton,  mais  l'imperfection 
(le  la  solution. 

Il  remarqua,  en  effet,  que  si  la  valeur  de  ~,  substituée  dans  les  diverses  par- 
ties de  l'expression  (i6)  de  Ù  [savoir,  dans  p,  ^      —  sin  (2<^  —  2^^')  et 

-(-)  cos(2P  — 2(^')  ,  avait  contenu,  comme  elle  le  devait,  outre  la  partie 
i-hecos[j.(%  les  termes 

|3  CCS >,  r -h  y  CCS  (  A  —  pL )  (•  +  . .  . , 

dont  on  a  appris  qu'elle  était  composée,  le  produit  des  termes  de  celte  espèce, 
surtout  ceux  en  cos(X  —        renfermés  dans       ,         avec  les  sinus  et  co- 


(•)  On  no  peut  s'empêcher  de  rappeler  que  Newton  avait  obtenu  lui-môme,  mais  sans  la  publier, 
une  valeur  bien  plus  exacte  de  (a,  qui  ne  lui  avait  suggéré  aucun  doute  sur  l'exactitude  de  la  loi  de  la 
gravitation  (p.  \5  de  ce  Volume). 

T.  -  III.  8 
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sinus  (le  et  autres  termes  de  l'expression  (21)  de  ^'"^  (2^^  -  2^'),  aurait  in- 
troduit d'autres  termes  que  --^e  dans  l'expression  (27)  de  E.  L'équation  (3o) 
aurait  été  ainsi  modifiée  et,  par  suite,  la  valeur  (33)  de  [x. 

Pour  en  donner  une  idée,  il  ne  prend  que  le  terme  ycos(X—  de  -,  qui 
est  le  plus  sensible,  parce  que  y  contient  seulement  le  facteur  m,  tandis  que  fl 
et  §  renferment  m-  ;  ce  terme  ajoutant  à  peu  près 

—  4y  cos(>>  —  fj.)  (' 
à  la  valeur  de  (^^J,  on  aura  pour  l'intégrale 

y^^^  sin(2('  —  2ç')dç 

l'accroissement 

r  rcos( 2A  —  w.)  cosfj.<n 

dont  il  ne  faut  retenir  que  la  partie  ^cos{j.ç^,  ce  qui  donne,  d'après  (16),  cet 
accroissement  de  2.p 

6av  X                  45  , 
 L  -008^4^=          em^  cos^v. 

On  trouvera  de  même,  pour  l'accroissement  de  ^^(^^^  cos(2^  — 2p'), 


—  ^        cos(>.  —  fji)  vcoslv=-  |/n2y  [cos(2 A  —  f^)    +  cosf^r] 


5  m-y  cos(>.  —  fjt)  ^'COS>^!'  —  —  - 

2 

dont  il  ne  faut  retenir  que  la  portion 


Q                       i35  „ 
—  I^^y  cos[JL(^  =-  ^em^cosiiv 

,        3        dr  .   /  ,\ 
De  même,  on  trouvera  dans  -  a -3  ^^sin(     —  2^^  ), 


f        _  p)  sin(>,  -  fx)  ('  sinA  c  =:=  ^  ay(A  -  f^)  [cosfxp  —  cos(2A  —     r] , 


dont  il  ne  faut  retenir  que 


3  45 

4 


L'expression  (16)  de  ù  recevra  donc  l'accroissement 
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Par  suite,  il  faut  remplacer  dans  la  formule  (26)  le  coefficient  E  par 


3  '225 

K  e  rr-eni. 

2  I D 


L'équation  (3o)  donnera  donc 


U.2  =  I  m-  —  m\ 

'  2  ID 


d'où 


(  36  )  1  —  /J-  —  T  i^f-'  H — —  ni^  H-  .  .  .  . 

.  '        4  32 

On  a  donc  obtenu  l'accroissement  +  ^^m^,  ce  qui  donne 

1  —  p.  —  0,00-  if\ , 

nombre  déjà  plus  rapproché  de  la  vérité.  Les  théories  plus  complètes  montrent 
que  les  coefficients  de  m-  et  de      dans  la  formule  (36)  sont  exacts. 

28.  De  même  que  la  première  approximation 


avait  fourni  à  Clairaut  une  expression  approchée  de  i  en  fonction  de  de 
même  la  formule  (34)  lui  permet  de  trouver  plus  exactement  t  au  moyen  de 
Dans  ce  cas,  la  formule  (i4)  est  remplacée  par 

dt  =  r'-  dv, 

S/Mp 

OÙ  l'on  doit  substituer  pour  ret  p  leurs  dernières  valeurs. 

Clairaut  montre  ensuite  comment  on  tient  compte  de  l'excentricité  de  l'orbite 
du  Soleil  et  aussi  de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune;  il  perfectionne  ainsi 
la  formule  qui  donne  rau  moyen  de  et,  quant  à  /,  il  le  détermine  par  la  for- 
mule plus  exacte 

dt  =   =^ —  dv. 


Enfin  il  étudie  les  variations  du  nœud  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite;  il  ne 
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semble  pas  que  ses  recherches  sur  ce  dernier  point  aient  ajouté  beaucoup  à  ce 
que  Newton  avait  donné  sur  le  même  objet  dans  les  Principes. 

Nous  ne  suivrons  pas  Glairaut  dans  tous  ces  détails;  nous  nous  contenterons 
d'avoir  donné  une  idée  assez  complète  de  sa  méthode  et  nous  renvoyons  le  lec- 
teur à  ses  divers  Mémoires,  notamment  à  sa  Théorie  de  la  Lune  déduite  du  seul 
principe  de  l'attraction,  1765. 

Glairaut  donne  partout  les  valeurs  numériques  de  ses  séries  plutôt  que  les 
expressions  algébriques  des  coefficients,  ce  qui  rend  sa  théorie  plus  difficile  à 
suivre. 

29.  Théorie  de  d'Alembert.  —  D'Alembert  a  consacré  à  la  théorie  de  la 
Lune  tout  le  premier  volume  et  une  partie  du  troisième  de  ses  Recherches  sur 
différents  points  importants  du  système  du  Monde  (1704  6t  lySô)  ;  il  est  revenu  à 
plusieurs  reprises  sur  le  même  sujet  dans  ses  Opuscules,  notamment  dans  le 
tome  V  (1768)  et  le  tome  VI  (1773);  mais  c'est  le  tome  I  des  Recherches  qui  est 
de  beaucoup  le  plus  important.  La  méthode  qu'il  emploie  présente  beaucoup 
d'analogie  avec  celle  de  Glairaut;  c'est  encore  la  longitude  vraie  qui  sert  de 
variable  indépendante.  Soit  ^  la  projection  du  rayon  vecteur  de  la  Lune  sur  le 
plan  de  l'écliptique,  d'Alembert  part  aussi  de  l'équation 

(37) 

dans  laquelle  il  fait 

u'  désignant  une  nouvelle  variable  qui  sera  assez  petite,  parce  que  la  projection 
de  l'orbite  de  la  Lune  diffère  peu  d'un  cercle.  L'équation  précédente  prend  la 
forme 

(38)  ^+N^,,'+P  =  o, 

où  N  désigne  une  quantité  constante  qui  ne  diffère  de  i  que  par  une  quantité 

du' 

de  l'ordre  de  la  force  perturbatrice;  P  est  une  fonction  de  u' ,  de  -^y  et  de  sinus 
et  cosinus  des  multiples  de  v.  Dans  une  première  approximation,  on  néglige 

du' 

u'  et  dans  P,  à  cause  de  leur  petitesse  et  du  coefficient  m^  qui  entre  partout 
dans  P.  Alors  l'équation  (38)  peut  s'écrire 

(89)  H-  N^w'-H  H  +  B  cos(A  4-  qv)  +  C  COS(l)  4-  SV)  +  .  .  .  =  o. 


d^  u 
dv^ 


„       1  du 

0  H  -7— 

u  dv 


I  + 


2_  f'^^' 
II"  J  U 

u  =  K-+-  u', 
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L'intégrale  générale  de  cette  équation  différentielle  linéaire  est 

(4o)  «'==ôcosN.-r-£sinN.-|^  -5-^^^iA±L^  _  . 

d'Alembert  modifie  les  constantes  arbitraires  §  et  £  et  met  u'  sous  la  forme 

u'=.d  cosNp  +  £  sinNt^  +  H  ^^^^^  ~  ' 
j  gCos(A  +  ^tO       B  rcos(A  +  N(')      cos(A  — N«0' 


—  «2      '  "  a^N 


rcos(A  +  N(')      cos(A  — N(0"] 


On  peut  ensuite  revenir  à  l'équation  (38)  et  tenir  compte  des  termes  en  u'  et 
négligés  d'abord;  on  les  calculera  par  la  formule  (4i),  puis  on  recommen- 
cera l'intégration. 

Donnons  quelques  détails  au  sujet  de  la  première  approximation.  En  négli- 
geant T-£,  remplaçant  S  par  —  l'équation  (37)  devient 


d'u  M    /      2   rTdç\      $  _ 


ou  bien,  en  remplaçant  T  et  $  par  leurs  valeurs  (i3)  et  mettant  ^  au  lieu  de  r 
(nous  négligeons  ici  l'inclinaison), 

On  peut  supposer  u  constant  dans  l'intégrale  J^^^^^^~'^^'^dv  et  remplacer 
v'  par  mv,  ce  qui  donne 


(42) 


d^u  _Mr  '  ?>ii'^  cos(2  — 2m)p"] 
dv^      "      li^  ['     '^W[à  J 


~71 — ï  +  — î  COS  (2  —  2  /?2  )  P  z=  O  . 


On  remplace  w  par  K  +  u' ,  mais  on  néglige  u'  dans  les  termes  périodiques 
multipliés  par  n'-  ;  il  vient  ainsi 

d' u'  .     ,  (  _    3/^'^  \  M 

3       [M  "I  , 
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On  peut  prendre 

h' =  Mp  =  n'^a-^p  =  fi-a%  K= 
n''^        II'-  m- 


A^K^      n'-a  a 

Il  vient  ainsi 

(Pu'         (       3     \  ni'-—i      Zm"- (  '     \         /  s 

tJL  +       I  niA  +  Kh  \  iH  coS2(i  — //i)  t' = 

dv'^  \       1      j  2a  2a  \       1  —  mj 

On  pourra  donc  appliquer  la  formule  (40  en  faisant 

3                           m"' —  2                3/«-  /  1 
W  —  \  —  -m\       H  =  K-i  ,       B  =   1  + 


2  2a  ia  \        \  —  m 

A  =  o,        q  =  i{\  —  m). 

On  trouvera  ainsi,  en  supposant  £  =  o, 

„  cosN   —  I      3      [  I     \  cos  (2  —  2  m)  v 

fi'r=  (5cosN(^  H-  H  \-  — —    I  + 


2a  \       1  —  m/ 4(i  — '^)^— i 
OU,  plus  simplement, 

„cosN('  — I      nx^       .  . 

a'  =  ôcosN^^  +  H  ^  h  —  cos(2  —  2  7?0  +  

IN''  a 

Cette  valeur  est  d'accord  avec  la  formule  (34)  en  posant 

X  —  a,       ^  =  N. 


On  voit  que  l'argument 


N   n=  (  I  —  ^  m- 


s'introduit  ici  tout  simplement  et  qu'il  donne  le  mouvement  du  périgée;  c'est 
le  terme  ScosNt^  que  Clairaut  introduit  au  début  des  approximations  comme 
résultant  des  observations  de  la  Lune.  D'Alembert  le  trouve  naturellement  par 
le  calcul  même. 

Nous  ne  suivrons  pas  d'Alembert  dans  les  calculs  assez  compliqués  qu'il  fait 
pour  les  approximations  ultérieures;  nous  n'essayerons  pas  non  plus  de  com- 
parer en  détail  sa  théorie  à  celle  de  Clairaut.  Les  deux  grands  géomètres  ont  eu  à 
ce  sujet  des  contestations  assez  vives.  Il  nous  suffira  de  dire  que  Clairaut  a  eu  le 
grand  mérite  de  trouver  le  second  terme  du  mouvement  du  périgée,  au  moins 

2  2  5 

sa  valeur  numérique.  D'Alembert  a  donné  son  expression  analytique, 
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que  nous  avons  donnée  plus  haut,  et  il  a  montré  que  les  termes  suivants  de- 
vaient être  pris  aussi  en  considération  ;  ses  calculs  algébriques  sont,  en  somme, 
plus  complets  que  ceux  de  Clairaut  et  plus  développés.  En  outre,  d'Alembert 
a  introduit  l'argument  [x^^  d'une  manière  plus  logique.  Nous  remarquerons  en 
terminant  que,  s'il  avait  remplacé  aussi  u  par  K  -h  u'  dans  le  terme 

—7^ — 5  cos(2  —  2A?n 
2  II'  ir 

il  serait  tombé  sur  l'équation 

d^'  a' 

—r^  +  u'         +  IIÎJ  C0S(2  —  2m)  (']  =:  3, 


que  nous  avons  considérée  au  Chapitre  1,  et  qui  a  fait  l'objet  des  études  impor- 
tantes de  MM.  Gyldèn  et  Lindstedt.  Cette  équation  a  été  rencontrée  d'abord  par 
Lagrange,  puis  par  d'Alembert  {Opuscules,  t.  V  et  VI);  mais  d'Alembert,  tout 
en  s'occupant  de  cette  équation,  ne  paraît  pas  avoir  indiqué  comment  on  pou- 
vait l'introduire  très  naturellement. 

D'Alembert  avait  pénétré  assez  profondément  la  théorie.  Ainsi,  en  considé- 
rant la  formule 

,  dv 
dt 


il  remarque  que  les  termes  en  cos^ç^,  pour  lesquels  k  est  du  premier  ordre,  se- 
ront abaissés  d'un  ordre  dans  l'intégration Ces  termes  entreront  ensuite 
dans  l'expression 


ils  seront  combinés  avec  d'autres  termes  en  m%k'v,  et,  comme  en  général 
k±k'  x^^  sera  pas  du  premier  ordre,  mais  fini,  il  en  résulte,  qu'en  calculant 
il  n'y  aura  plus  d'autre  abaissement.  Mais  les  termes  en  cos^(^  se  retrouveront 
aussi  intégralement  dans  dt,  et,  dans  la  nouvelle  intégration,  ils  seront  encore 
abaissés  d'un  ordre.  Si  donc,  on  veut  avoir  t  en  fonction  de     en  gardant  les 

T 

petites  quantités  de  l'ordre  q,  il  faudra  calculer,  dans  —3)  les  coefficients  des 

termes  en  cos^ç',  où  k  est  du  premier  ordre,  en  y  conservant  les  quantités  de 

T 

l'ordre  a  -i-  'i.  Pour  les  autres  termes  de  en  cos^<^,  où  k  est  fini,  il  faudra  les 
calculer  en  gardant  l'ordre  ^  -f-  1  ;  cela  n'est  nécessaire  finalement  que  pour  un 


64 


CHAPITRE  IV. 


THÉORIES   DE  LA   LUNE   HE  CI.ATRAUT  ET  b'aLEMBERT. 


petit  nombre  de  termes,  mais,  comme  on  ne  le  sait  pas  d'avance,  on  doit  pro- 
céder ainsi. 

On  doit  encore  à  d'Alembert  cette  remarque  importante,  que  les  coordonnées 
de  la  Lune  sont,  après  les  perturbations,  développées  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  des  multiples  de  quatre  arguments  élémentaires 


D'Alembert  dit  qu'on  pourrait  employer,  pour  calculer  ces  séries,  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  C'est  ce  qui  a  été  fait  plus  tard  par  Laplace  et 
Damoiseau.  Le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit,  pour  la  méthode  de  d'Alem- 
bert et  pour  les  anciennes  théories  de  la  Lune,  la  Thèse  de  A.  Gautier  :  Sur 
quelques  points  des  théories  de  la  Lune  et  des  Planètes;  Paris,  1817. 

Nous  croyons  utile,  en  terminant  ce  Chapitre,  de  citer  quelques  passages 
d'un  Mémoire  de  Clairaut  contenant  des  réflexions  sur  le  problème  des  trois  corps 
avec  les  équations  différentielles  qui  expriment  les  conditions  de  ce  problème  (^Jour- 
nal des  Savants,  août  1759).  Clairaut  fait  voir  que  l'établissement  des  équations 
différentielles  n'offre  pas  de  difficulté,  et  il  en  déduit  les  intégrales  premières 
que  l'on  connaît;  mais  il  lui  paraît  impossible  d'aller  plus  loin  :  «  Intègre 
maintenant^ui  pourra.  » 

«  J'ai  trouvé,  »  ajoute-t-il,  «  les  équations  que  je  viens  de  donner  dès  les 
premiers  temps  que  j'ai  envisagé  le  problème  des  trois  corps,  mais  je  n'ai  jamais 
fait  que  peu  d'efforts  pour  les  résoudre,  parce  qu'elles  m'ont  toujours  paru  peu 
traitables.  Peut-être  promettront-elles  plus  à  d'autres.  Pour  moi,  je  les  ai 
promptement  abandonnées  pour  employer  la  méthode  d'approximation  » 


ce  — 


('  —  V' 


différence  des  longitudes  de  la  Lune  et  du  Soleil, 
<•  —  [clj  +  (r  —  c)  r]  =  anomalie  vraie  de  la  Lune, 
V  —     +       ^)(']zzz  distance  de  la  Lune  au  nœud, 
anomalie  vraie  du  Soleil. 
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30.  L'Ouvrage  d'Euler  a  pour  titre  :  Theoria  motus  Lunœ  exhibens  omnes  ejus 
inœqualitates ;  il  a  paru  en  1763  et  se  termine  par  un  Additamentum  étendu, 
qui  est  plus  simple  et  plus  élégant  que  le  reste,  et  dont  nous  parlerons  seule- 
ment. 

Soient  x,  y,  z,  r,  p,  v,  \  les  coordonnées  rectangulaires,  la  distance  de  la 
Lune  à  la  Terre,  sa  projection  sur  l'écliptique,  enfin  la  longitude  et  la  latitude 
de  la  Lune;  f  et  v'  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  du  Soleil,  A  la  distance  de 
la  Lune  au  Soleil,  M  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  M'  la 
masse  du  Soleil  (ces  masses  étant  supposées  multipliées  par  le  facteur  f);  les 
équations  (a")  de  la  page  92  de  notre  tome  I  donnent 


dp  dv 
dt  dt 


OÙ  l'on  a 


P  =  X  cos  V  +  Y  sin  v, 


T  =^ 


X  sin   -h  Y  cos  r. 


p  =r  r  COS>i, 


0 


cosX^ 


on  en  conclut,  en  posant  v  —  v'  =r\  =  longitude  C  —  longitude  O, 


d^p        dv^      ^  cos^X  /p  — cosY)  co 

-ri-  —         =  P=  — M  — 5  M'  J  \  

de-      ^  de  \  /• 

d'^  V        dp  dv  ...  (  r'        i  \  • 


) 


T.  -  IIL 


9 
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On  a 

(i)  M'=n''^a'\       doi  =  n'dt, 

en  désignant  par  w  l'anomalie  moyenne  du  Soleil.  Si  l'on  prend  w  pour  variable 
indépendante,  les  équations  différentielles  précédentes  deviennent 

d'^v        dp  dv  ...  /  /■'        I  \  . 

nu  ^'P     o"^'^-       ,  M  cosn       ,/p-/-^cosr]  cosYjX 

^^^^  M'~7~   ''V  / 

On  a  d'ailleurs 


A  =  1  /  — +  r''^—  20 r'  cosY). 
y  cos-A  ' 


31.  Eulèr  n'introduit  pas  la  troisième  coordonnée  z,  mais  la  longitude  6  du 
nœud  ascendant  et  l'inclinaison  i  de  l'orbite  de  la  Lune,  relativement  à  l'éclip- 


tique.  Si  l'on  se  reporte  aux  formules  (A)  de  notre  Tome  I,  page  433,  on  pourra 
écrire 

.    .d9      M'  na 


(2) 


dt      M  ^i  —  e- 

di      M'  na 

=  TTF    ,  Wrcosu  ; 

dt  M 


u  est  la  distance  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant;  W  a  pour  expression  (t.  I, 
p.  466) 

Y>  'il    A3  ,./ 


OÙ  s',  représente  la  distance  du  Soleil  au  plan  de  l'orbite  de  la  Lune;  on  a(y?^-.  5) 


sinPS  =  —  sin«sin((^'  —  Ô); 


il  en  résulte  donc 

dB         M'     na     f  r'       i  \     .   ,  ,  ... 
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On  a  d'ailleurs,  par  le  théorème  des  aires, 
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et  il  en  résulte 

„  dç  dQ 


=z  na'^  \J \  —     cos  /, 


^  di 


TIC,/'-'  I    \  ■    •     ,    ,  . 

—  —  —  —  —  i  /•cos«sin((''—  9)smu, 


OU  bien,  en  remplaçant  M'  et  r  par  n'-a'^  et  et  introduisant  d(ù  au  lieu 
de  dt, 

dd    a'^   /  r'        i  \  cosi  5in{ç' —  9)  sinv 

doi  ~        dç  r'-j  cos  A 

Mais  le  triangle  sphérique  rectangle  LQN  donne 

cosu  =  cos(t^  —  9)  cosA      et      cosi=::  cotutang((^  —  ô), 


d'où 


cos«sin(('' — 9)sinu       .   ,       ^    .   ,  , 


Il  vient  ainsi 

/TTTN  de  a'^   [  r'        1  \  . 


Enfin  les  formules  (2)  donnent 


-  —  dB  cotu  =  (i9 


sini  tang(('  — 9) 

d'où 

(IV)  <ilogtang«:= 


tang(ç'  —  B) 


Euler  trouve  directement  les  formules  (III)  et  (IV)  qui  supposent  déjà,  comme 
on  voit,  la  variation  des  constantes  arbitraires  ô  etf;  il  détermine  ensuite  cosX 
par  la  relation 

tangA  =:  taiigi  sin  (('  —  B), 
qui  lui  donne,  en  négligeant  i\ 

3  3 
cos=»A  —  I  —  -  tang^i  4-  ^  langui  cos 2  (c  —  0). 

32.  Nous  voulons  seulement  donner  une  idée  de  la  théorie  d'Euler;  pour  at- 
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teindre  ce  but,  nous  pourrons  supposer  i  =  o  et,  par  suite,  p  =  r.  Posons,  pour 
abréger, 

'  )  sinY)  =  DU, 


les  équations  (I)  et  (II)  donneront 


d"^  V        dr  dv   ^ 

d(ji'^  doi  d(û  ' 

d^  r        dv'   A   ^_ 

d(ù^  d(ji- 


On  en  déduit  aisément 


d(ji  \    d(x)'^  J  d(ù 
d(,)\     do-      d(^^  r'-  d(^         V        do  d(^ J 


et  ensuite 

(4) 

où  l'on  a  posé 
(5) 


d(j)- 


(ir       ^_  d/-  V  , 


Les  formules  (4)  donnent 


(6) 


do        r'^  ' 


dr  r  ^      5!  A  1^ 


et,  en  combinant  les  équations  (5)  et  ((3),  il  vient 
(7) 


d^^  ,  

diù 

dey 
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La  première  des  formules  (4)  donne 


d'où 

d(S  __  M  dp 


et,  en  vertu  de  la  première  équation  (7), 

dp    2  n' D\L  j- \J /)         dp        2T r  \/p 


(V) 


doi  y/M  dt 


cette  expression  de  ^  revient  à  celle  qui  résulte  de  la  première  des  for- 
mules (B),  t.  I,  p.  434- 

33.  On  a  ensuite,  en  partant  de  la  deuxième  équation  (4)  et  de  l'expression 
connue  de  la  vitesse  dans  le  mouvement  elliptique, 

n'^-r  ^  n'^\dt''  ^     dt''  )  ^  n'-\r  a)' 

d'où 

 M_         d'^_     M  da 

an'^'        dcj      2/i'^a^  o?co' 

OU  bien,  en  remplaçant      par  sa  valeur  (7), 


d(y) 

da  __      ^n'^'o"  (  DlLv/2â' 


^       /    ^  2A 


OU  encore,  en  ayant  égard  aux  valeurs  ci-dessus  de  $  et  de 


da    ^n'a"*'  \d\L\Jp  l'i       i       «(1  —  é^) 

dw  \/M    L  V  ''^ 


,1       1  ,  •       I       1  H-  e  cos<^ 
ou,  a  cause  de  la  relation 


On  a  ensuite 


/•  p 

da  _      2rt'a^  / Dit  y//?  'JLes\nw 


\/M    \  \Ip 
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d'où 

de  2  \  '^'^  '^/^ 

d(xi  d(x)  d(x) 

En  remplaçant  ^  par  sa  valeur  (V)  et  réduisant,  il  vient 

(VII)  -y-  —  —^  —  ^   -^5bsin(ï'. 

r/co       y/M     e  V«      'V  \IM. 

On  en  tire  sans  peine,  en  désignant  par  u  l'anomalie  excentrique, 

^  =       [S  sintï-'  +  T(cos«  +  cos(p)I) 
dt  ^/m"- 

ce  qui  est  d'accord  (')  avec  l'expression  (A)  de  ^  (t.  I,  p.  433). 

On  remarquera  qu'Euler  a  obtenu  les  formules  précédentes  en  supposant  que 
les  intégrales  premières 

conviennent  également  au  mouvement  elliptique  et  au  mouvement  troublé, 
pourvu  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  considère  a  et p  comme  des  variables. 

34.  Soit  CI  la  longitude  du  périgée;  on  a 

p 


I  H-  e  cos    —  cj) 


En  formant  l'expression  de  ^  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé  et  écrivant  que  les  deux  valeurs  sont  égales,  on  trouve 

e   .        ^  dç       /'  dp      /'^  r    .       / di^      dmX  de~[ 

p  dt      p  dt       /?  L  \dt       dt  )  dty 

d'où,  en  réduisant  et  introduisant  din, 

dw      dp  de 
er  s>\nw  -j-  —  -i  /'  cos  w  -j-  • 

Remplaçons  ^  et  ^  par  leurs  valeurs  (V)  et  (VU),  et  il  viendra,  après  ré- 


(')  Ici  S  ne  comprend  plus  l'attraction  terrestre. 
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duction, 

ou,  à  l'aide  d'une  transformation  facile, 

(VIII)  '^^J-  U         -  OU  f ,  +      sin  J  . 

On  en  tire  aussi 

'di 


ce  qui  est  d'accord  avec  l'expression  (A)  de  ^  (t.  I,  p.  433). 

On  voit  donc  qu'Euler  faisait  varier  les  éléments  elliptiques  et  qu'il  avait 
trouvé  les  formules  exprimant  leurs  dérivées  à  l'aide  des  composantes  de  la 
force  perturbatrice.  Il  a  développé  ces  mêmes  formules  d'une  façon  encore  plus 
claire  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Nouvelle  méthode  de  déterminer  les  dérange- 
ments dans  le  mouvement  des  corps  célestes  causés  par  leur  action  mutuelle  {Mé- 
moires de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  pour  1766). 

35.  Développements  de  S\i  qX  2)%>.  —  On  a 

A-  —  /-^  H-  /-'^  —  2  rr'  cos  Y), 
I  I    /         2/-  /'^X"^ 

I        I       3/-  3/-2  ^ 

p  =  77ÏÏ  +  p^cos-o  +  ^(3  +  5COS2Y1)  -i-. .  . . 

En  substituant  dans  les  expressions  (3)  de  OIL  et  de  5iTo,  on  trouve  aisément 

JK  r=     «M — -sin2-o  +  3/-2  —  •  +.., 

\  2  8 

—        li  f    I  +  3COS2Y)  ,  3  COSY]  4-  5  cos3y) 

q}<3  —  — a     /•  1-  6  —  . 


-t- . 


On  peut  maintenant  remplacer  dans  ces  formules  retr'  par 

,.-  P  P' 


I  -+-  e  cos  w  I  +  e'  cos  w' 
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1  Jli.  _     n  |_|_ecoSi>'  S/J*  (i+ecosii')' 


On  aura  ensuite 


—  =  ^  (i  -4-  e  cost-i(^)% 
dt         i  ^ 
P 


d'où,  en  désignant  par/?„  la  valeur  moyenne  de  p  et  posant 

(9)  /'^/^oli  +  O.  — 1  =  ;^,' 

ii'pl 

(.0)  '»^  =  ('-?«  +  T«')<"^"°"^''' 

^  est  une  petite  quantité  dont  on  a  négligé  le  cube  dans  le  développement  de 

3 

(i  +  ^)~%  m  =  -  diffère  très  peu  du  rapport  du  moyen  mouvement  du 

Soleil  à  celui  de  la  Lune. 
On  fera  aussi 

et  V  sera  une  petite  quantité  environ). 

Substituons  les  valeurs  de  DlL,  ^  et/?,  dans  (V),  et  nous  trouverons,  en  né- 
gligeant  l  dans  les  termes  qui  contiennent  v  en  facteur  et  en  remplaçant  ^-3 
par  I  +  3e'^  dans  certains  termes  et  par  i  dans  d'autres, 


-+-  -V  (iH-  e'  cosw')*  (1  +  e  coswp')-*  (simn  +  5  sin3-n)  H- •  •  •  , 
d'où,  en  développant,  négligeant  l\  t\  e''  et  remplaçant  les  produits  de  sinus 
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et  de  cosinus  par  des  sommes, 
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^  ^  =—3     +  ^e'-h^e"J  sin2T)  +  3esin(2fl  —  ip)  +  3esin(2r,  + 

Q  Q 

—  2—  sin(2Y]  —  iv')  —  ^  sin(2Yj  +  w') 

—  Sin(2Y]  —  2        —  ^  Sm(2Y)  +  2(V) 

4  4 

—  sin(2Y]  —  2w')  —       sin(2r)  +  2(V) 

+  Sin(2YJ  +      —  (t/)  +  2—  Sin(2Y)  —  w  H-  (V') 

+  2 —  sm(2yî  —  w  —  w')  -+-  ^ —  sm(2Y)  -\-  w -h  w') 


ï  5  !r    •  ,    I    f-      •    /  V        1 5  .      .  , 

 -^sinar)  +  —     sin  (2y)  —      h  |esin(2r]  +  (v) 

 ^  I  sin(2Y]  —  (p')  ^|e'sin(2y)  +  (p') 

3v  .  i5v  .  „ 

 y  siny)  —  —7-  sinSn . 

4  4 

36.  Euler  se  propose  ensuite  de  déterminer  d'abord  les  inégalités  de  la  Lune 
qui  sont  indépendantes  de  l'inclinaison  de  son  orbite,  de  l'excentricité  e'  du 
Soleil  et  du  facteur  v  (celles  qui  contiennent  en  facteur  v,  ...  sont  dési- 
gnées sous  le  nom  d'inégalités  parallac tiques).  Il  faut  donc  faire,  dans  ce  qui 
précède, 

e'  =  o,        v  =  o,        p=p^^,  +  l)^        ^  = 

y/M 

Les  formules  se  simplifient  et  deviennent 
3     .  sin2y) 


2  I  H- e  cos  w 

2  I  H-  e  cosrv 

'^^       I  /  3  ^      f  5  , 

^  =  ;^V-2^-^-8  ^V('  +  ^^°^^^)'' 

df)    dp 

d(i)      d(ji  ' 

di         o  /    ,  ^xf  sin2Yj 


_   3sin2Y)  r  +  3cos2Y)  .  "1 

d^  _      ï     .  ,  j  I  r  3  sin2Y)  sini^^  i  +  3cos2y]  1 

_  ^   4-6  008(^)4  ÎC0S(P  . 

"«^          2                 L('  +  ^^os'^)  i4-ecosw'  J 
T.  -  III. 
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En  développant  suivant  les  puissances  de  e  et  de  \,  on  pourra  écrire 


(A) 


/    dl  _ 

m^Ay  sin(2-r]-+ 

1  de 

m      B,,y  sin  (  2  i y]  - 

-+-  iw) , 

f  dm 

\  d(ù 

m  ^  C,-,yC0s(2r^  - 

j  dv 
l  d(ji 

) 

1  d(ù 

f  dw 

\  doi 

«^p»  dm 
d(x>  d(û 

(B) 


Dans  les  formules  (A),  les  quantités  A^,  B/,y  et  C/,y  sont  des  polynômes  en- 
tiers en  e  et  ^  ;  l'indice  i  est  égal  à  o  ou  à  i .  Les  coefficients  D,  sont  de  la  même 
nature  que  Ay,  B^^^  et  C/^y. 

Euler  intègre  les  équations  précédentes  par  des  approximations  successives, 
en  employant  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Il  suppose  d'abord 

4  =  0       et  e=const. 
Les  formules  (A)  et  (B)  donnent,  dans  cette  hypothèse. 


dv 
d(x> 


I  +  ao  H-  (Xi  cosw 


(L)  /       =  Uq-^  oc,  cosw 

^  d(x) 


dw 
dcx) 


(3o+  (3i  COStv  M-'Pa  ces  (2  Y)  —  w)  +  (Sj  C0S(2in  +  «0  + . . . , 

dl 


(D)  =  /?i  ^  A)°'  sin  ( 2 -f-  yt^) , 


OÙ  les  coefficients  a,,  (3,,  Ay*",  B^^'  sont  des  fonctions  connues  de  g  et  de  m. 
Pour  l'approximation  suivante,  Euler  suppose 

(E)  l  —  X  ces  2  Y]  +  \iîj  C0S(2  Y)  —  «')  +  G  C0S(2Y)  4-  (P)  H-  .  .  .  . 

En  différentiant  par  rapport  à  co  et  remplaçant  ^     ^  parleurs  valeurs  (C), 

on  trouve  une  expression  que  l'on  peut  développer  suivant  les  cosinus  des  mul- 
tiples des  arguments  y]  et  wp;  elle  devra  être  identique  à  (D).  On  trouvera,  en  les 
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identifiant,  des  relations  qui  détermineront  les  coefficients  lii,,  e  en  fonction 
de  g  et  de  m. 

Si  l'on  pose  de  même 

ie  =  ^  +  A  cos  (  2  Y]  —  pp)  H-  B  cos  (  2 -0  +    )  +  C  cos  w 
+  D  C0S2Tn  H-  E  C0S(2yi  —  2(P)  +  F  C0S(2Y)  +  aUP-)  +  G  C0S2W 
+  H  cos4r)  +  J  cos(4yî  —  2     +  K  cos(4yî  +  2w)  +. .  . , 

et  que  l'on  différentie,  on  trouvera,  en  remplaçant  ^  et  ^  par  leurs  va- 
leurs  (C),  une  expression  de        qui  devra  être  identique  à  (D');  on  en  dé- 
duira les  expressions  des  coefficients  A,  B,  ...  en  fonction  de  g  et  de  m. 
Euler  se  borne  ensuite  à 


d'où 


|  — JI.C0S2Y), 

e  =  g  +  k  cos(2rj  —  +  B  cos(2yî  +  w)  +  C  costï', 
ï       I       A      ,  ,      B       ,  C 

ë        ^  "~  -W)  —  —  C0S(2Y1  +W)  -  — ^COS^ 

S        ë  6  o 


En  portant  ces  valeurs  de  l,  de  e  et  de  ^  dans  l'expression  (A)  de  on  trou- 
vera une  expression  de  la  forme 

^  =  2  ^''j     (  2  «'^  +  y'"^), 

où  les  coefficients  seront  connus.  Les  relations  (B)  donneront  d'ailleurs  les 
développements  de  ~,  ~  et 

On  recommencera  les  calculs  en  prenant  pour  point  de  départ  les  expressions 
(E)  et  (E')  de  l  et  de  e.  L'agencement  des  calculs  demanderait  à  être  précisé 
et  développé.  Euler  a  fait  de  cette  façon  une  série  d'approximations  numériques. 
Le  coefficient  final  de  co  dans  xn  est  très  important,  puisqu'il  donne  le  mouve- 
ment moyen  du  périgée;  Euler  a  emprunté  sa  valeur  à  l'observation,  parce  que 
sa  détermination  directe  suppose  que  tous  les  autres  coefficients  soient  con- 
nus très  exactement.  Sa  méthode  présente  un  inconvénient  assez  grave,  tenant 
aux  petits  diviseurs  g,  g\  g\  ...  qui  s'introduisent  par  le  développement 

dei. 

e 

Il  convient  enfin  de  remarquer  que  les  arguments  finaux  yj  et  ne  sont  pas 
proportionnels  au  temps,  ce  qui  constitue  un  autre  inconvénient. 
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DEUXIÈME  THÉORIE  DE  LA  LUNE,  D'EULER. 


37.  Cette  seconde  théorie  est  développée  dans  un  gros  volume  publié  en 
I  772  sous  le  titre  :  Theoria  Motuum  Lunœ  nova  methodo pertraclata...  incredibili 
studio  atque  indefesso  labore  trium  Academicorum  J.-A.  Euler,  W.-L.  Krafft, 
J.-A.  Lexell;  opus  dirigente  Leonhardo  Eulero. 

Nous  croyons  intéresser  le  lecteur  en  reproduisant  le  commencement  de  la 
Préface  d'Euler  : 

«  Quoties  jam  quadraginta  abhinc  annis  theoriam  Lunse  evolvere  ejusque 
motum  ex  principiis  gravitationis  receptis  definire  sum  conatus,  tôt  semper  ac 
tantse  dilFicultates  se  obtulerunt,  ut  labores  meos  et  ulteriores  investigationes 
abrumpere  sum  coactus.  A  principiis  enim  mechanicis  tota  qusestio  statim  ad 
ternas  sequationes  differentiales  secundi  gradus  reducitur,  quas  non  solum 
nuUo  modo  integrare  licet,  sed  etiam  adproximationes,  quibus  utique  in  hoc  gé- 
nère est  acquiescendum,  maximis  obstaculis  impediebantur,  ita,  ut  nullo  modo 
perspicerem,  quemadmodum  haec  investigatio  ex  sola  theoria,  non  tam  absolvi, 
quam  tantum  aliquatenus  ad  usum  accommodari  posset.  Principio  quidem  plu- 
rimum  desudavi,  ut  memoratas  illas  œquationes  differentiales  ad  integrationem 
perducerem;  continuo  autem  magis  magisque  intellexi,  omnes  labores  hujus 
generis  inutiliter  insumtum  iri;  neque  etiam  hujusmodi  integrationes  admo- 
dum  sunt  desiderandse  ;  facile  enim  intelligitur,  formulas  intégrales  maxime 
futuras  esse  prolixas  et  intricatas,  ita,  ut  inde  nullus  plane  fructus  in  usum  As- 
tronomie expectari  posset. ...» 

Il  y  a  là,  au  sujet  de  l'intégration  rigoureuse  des  équations  différentielles 
du  problème  des  trois  corps,  une  opinion  d'Euler  qui  demandait  à  être  repro- 
duite, et  qui  coïncide,  du  reste,  avec  celle  que  Clairaut  avait  émise  antérieure- 
ment (p.  64  de  ce  Volume). 
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Établissons  d'abord  les  équations  différentielles  qui  servent  de  point  de 
départ. 

Prenons  pour  origine  la  Terre  T,  pour  plan  des  œy  le  plan  de  l'écliptique 
supposé  fixe.  Soient  ^Pq»  Jo»  ^o»  ^  =  -^fl  +  'es  coordonnées  de  la  Lune  L, 
j?', y,  o,  r'=  y/^'^+ya  celles  du  Soleil  S,  A  la  distance  SL,  m'  la  masse  du 
Soleil,  mo  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune.  On  aura,  pour  déter- 
miner le  mouvement  de  la  Lune,  trois  équations  différentielles 

d'  ^0     .     n  ^0  C      I  (    '^^1 


dû-  M  A 


Euler  prend  pour  variable  indépendante  l'anomalie  moyenne  'C  du  Soleil  et 
pour  unité  de  distance  le  demi  grand  axe  a!  de  l'orbite  du  Soleil,  ce  qui  donne 

dZ!  =  n'  dt,       n'^  a"  —  n"  =  f  (  m'  +      ) , 
irrio  =  y  n'-,        f  m'  =  ^  n'^, 

m'  +  niQ  m'  -+-  '  ' 

soit  en  outre  cp  la  longitude  géocentrique  du  Soleil,  de  façon  que 
Les  équations  différentielles  pourront  s'écrir.e 

'/■'cOSCp  ■ —  .Tq       C0S(P  \ 


(3) 


"1  T 

,.3 

d'^y^ 

dt!^ 

,-3 

,-3  - 

A-^  = 

{x^—r 

F- 

=  H- 


A»  /  ' 


38.  Euler  introduit  deux  axes  mobiles  tournant  d'un  mouvement  uniforme 
autour  du  point  T  dans  le  plan  de  l'écliptique  et  les  coordonnées  X  et  Y  de  la 
Lune  par  rapport  à  ces  axes.  On  aura  donc 

(3)        ^o=Xcos/  — Ysin/,      jo  =  X  sin/ +  Y  cos/,       Zo  =  Z,  ~=o. 

dp 

On  en  tire  sans  peine 

cPX_     dldY      ^  dt'  _  d^'-x,        .  d''-y, 

dr^'-'      ^dK'dK'~^W~  """^''^"^''"^W^' 

dK''  ^    dK'  dK'        dK'^  - 
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d'où,  en  remplaçant        et        par  leurs  valeurs  (2)  et  posant 

(4)  4;  =  i8o'>+ /— cp, 

d^H         dl  dX     ^  dV      vX        /X  +  r'cosO;  cos^; 


c^C''         dt!  dt!         d^'^  ^\        A*  r'- 

,  d^Y        dl  dX        dP      vY        /Y— /-'sin^  ,  &\n^\ 

i  ^  +  ^^^-^^  +  7^+'^i — — 

Z       V  Z  U.Z 

'   A-  ^  =zO. 


d^ 


(6) 


r2  =:X2-+- Y^+ZS 

A2  =  /-'S  +  X^  +  Y^  +  Z^  +  2    (  X  ces    —  Y  sin  4;  ). 


Euler  prend  l'angle  /  égal  à  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  de  sorte  que 
l'axe  mobile  TX  passe  constamment  par  la  position  moyenne  de  notre  satellite; 

^  sera  donc  égal  au  rapport  des  moyens  mouvements  sidéraux  de  la  Lune  et 

du  Soleil,  13,3689  On  fait  ainsi 

(7)  dK''^"^'^^'      m  =  12,3689=    ^,  • 

X.  Y   Z  I  ' 

39.  Les  rapports  p'  p>  -,  sont  petits,  au  plus  égaux  à  On  peut  déve- 
lopper ^  en  une  série  très  convergente  suivant  les  puissances  des  rapports  en 
question;  on  trouve,  en  négligeant  seulement  les  quantités  du  troisième  ordre, 

I  _  I         X  cos4' —  Y  sirn]; 
^  —  pi  ~"  ■ 

SScos^i];  — I  3  5  sin- d;  —  !         3  Z^  i5sinj^_cosj; 

— I-  —   A.  +  —   77   i  , »  /s  Al. 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  ^  et  aussi  l'expression  (7)  de  dans  les 
équations  (5),  on  trouve  qu'elles  deviennent 

""  =  -0^  -^^"^^'^d^'-^"'^'^'^~^  1^  

1  ^  ,,sind;cosJ;  3  ^„  5  cos^^  —  3  cos  J;  3  5sin^^cos^  —  cos^ 
(a)  {        +3/^Y  +   yr,  ^-f^Y   p,  

3    „,  cosJ;      „         Scos^ij;  sirn];  — siin]; 
-  -l^^^—^  -3/^XY  -7^  
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et 

40.  Soit  /'  la  longitude  moyenne  du  Soleil,  son  anomalie  moyenne  est'C; 
nous  la  supposerons,  comme  Euler,  comptée  à  partir  de  l'apogée.  9  étant  la 
longitude  vraie  du  Soleil,  on  aura 

5 

cp  =  ^'  —  2  e'  sin  Ç'  +  -j  e'"^  sin  2  C  +  

4 

On  néglige  e'^  et  l'on  pose 

n  —  l—V—  longit.  moy.  (C  —  longit.  moy .  ©  ; 

il  en  résulte 

(ij>  —  l  —  1)  —  2e'sinÇ', 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  relation  (4), 

=:  1 80»  +  Yî  +  2  e'  sin  Ç', 
puis 

siin|/  =r—  siny]  —  2e'sinÇ'  cosy], 
cos^l^  r=—  cosYî  +  2e'sinÇ'  sinvî, 

On  a  ensuite,  avec  la  même  précision, 

'  +  ^'  cosC,  =  I  _  3e'  cosÇ',        ^  =  I  -  /ie'  cosÇ'  ; 

il  faut  substituer,  dans  les  équations  {a),  {b),  (c),  les  développements  précédents 
de  sin'^,  cos'-j^,  r' ,  et  il  convient  de  transformer  en  même  temps  les  puissances 
et  produits  de  cosinus  en  cosinus  de  multiples  des  deux  arguments  v]  et  'C.  C'est 
l'objet  du  Chapitre  VIII  de  la  Théorie  d'Euler.  Nous  ne  donnerons  que  le  résultat 
qui  concerne  l'équation  (a),  et  nous  ferons  en  même  temps  avec  Euler  [ji.r=  i. 


8q  chapitre  VI, 

On  trouve  alors 

3 

—  -  X(n-  3  C0S2Y])  +  -  Ysinam 

2  ^ 

^  3 

—  -  XM3C0SY]  +  5cos3n)  4-  7  XY(sinY)  +  5  sin3r)) 
8      ^  4 

o  3 

—  -  Y2(cosY]  —  5  cosSy))  +  -Z^  cosY) 


(a') 


,  e'X  [2  cosr+  7  cos(2-n  —  K')  —  cos{2n  +  K')] 
4 

,  e'  Y  [ 7  sin  ( 2  Y]  —  C  )  —  sin  (  2  YH-  )] 
4 


-e'X^  [9  cos(y)  —      +  25  cos(3y)  —  Ç')  +  3  cos(y]  +  C)  -  5  cos(3y]  +  Ç')] 
8 

-  -e'XY  [3  sin(Yi  -  C)  +  25  sin(3Y]  —  Ç')  +  sin(Y]  +  C)  —  ^  sin(3Y]  +  Ç')] 
4 

4-  -  e'Y^  [3  cos(y]  -  Ç')  —  25  cos(3Yi  —  K')  +  cos(y]  +  Ç')  4-  5  cos(3y)  +  Ç')] 
8 

I        _  ^e'Z2[3cos(Y]-Ç') +  cos(y] 

41.  La  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  ayant  été  prise  pour  unité,  la 
distance  moyenne  de  la  Terre  à  la  Lune,  que  nous  représenterons  par  a,  sera 
une  petite  fraction  voisine  de  ~  11  convient  de  remarquer  que,  la  Lune  s'écar- 
tant  assez  peu  de  sa  position  moyenne,  les  coordonnées  X,  Y  et  Z  différeront 
assez  peu  de  a,  o  et  o.  On  pourra  donc  faire 

(g)  \z=a{i-h  œ),       Y  =  ay,       7.  =  az, 

et  les  nouvelles  variables  x,y,  z  resteront  constamment  assez  petites.  On  aura 
Il  convient  de  poser 

(10) 

et  de  se  faire  immédiatement  une  idée  de  l'ordre  de  grandeur  de  1.  On  a 

.n^^s  — fmo,        n'-  —î{m' m^), 
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d'où 

et,  par  suite. 
On  aura  ensuite 


a 

—,  I  « 


Il 


179- 


vX.  , 


On  pourra  développer  cette  expression  suivant  les  puissances  de  x,  y  et  z.  En 
substituant  dans  {a!)  le  développement  précédent,  ainsi  que  les  expressions  (9) 
et  supprimant  le  facteur  dz,  il  viendra 

«^^•^J  d'Y  \  % 

{  /  3         \      3  3 

—  X  \  m'-\-  2A?i  +  -  +  aXj  —  -  ^cos2ri  +  -  y  sinay) 


On  a  posé 

X      a  (  1  H-  ,:r  )  ; 

on  déterminera  a  de  façon  que  x  n'ait  pas  de  partie  constante.  Or  on  verra  plus 
tard  que  x  sera  donné  par  une  série  de  cosinus  et  y  par  une  série  de  sinus,  de 
sorte  que,  en  substituant  dans  {a"),  le  terme  constant  X  -  -  2m  -  -,  qui 
est  seul  de  son  espèce  (*),  devra  nécessairement  s'annuler,  ce  qui  donne 

1 

X  =  (a«  H- j)2  4_  1,         puis        a=(^  . 

Euler  prend 

m +1  r=  13,368903  ...  ,        X  =  179,228928  

au  lieu  de  179,227567  qui  résulterait  de  sa  formule. 

Nous  allons  écrire  complètement  les  trois  équations  différentielles  que  l'on 
déduit  de  (a),  (b),  (c)  pour  déterminer  x,  y,  z. 


(')  Il  pourra  y  avoir  d'autres  termes  semblables,  mais  très  petits,  provenant  des  termes  suivants, 

qui  contiennent  ^-^       ...,de  sorte  que  la  différence  X -  ,«2 _      _  ^  devra  être  très  petite  aussi; 

les  termes  correctifs  modifieront,  comme  on  le  verra  plus  tard,  les  rïouvements  du  périmée  et  du 
nœud.  '  ® 

T.  -  III. 
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,  -  5  «(3  cos-^  +  5  cos3-r))  +  je'  [2  cosÇ'+  7  cos(2n  -  Ç')  -  cos(2y)  +  Ç')] 
(A)  (  8    '  4 

+  ye'o;  [2  COSr+  7  COS(2-0  —       —  C0S(2ï]  +  Ç')] 

4 

—  ye'y  [7  sin(2Y]  —  C')  —  sin(2Y)  +  Ç')] 
4 


(B) 


+  ^a(sin-/i  +  5sin3n)  -  y  e' [7  sin(2ri  -      -  sm(2Yi  +  Ç')] 

o  4 

—  y  e'ic  [7  sin(2Y)  —  C')  —  sin(2-^  4-  Ç')] 
4 

+  ^e'/  [2  COSÇ'—  7  C0S(2Y)  —  C')  +  C0S(2Y)  4-  C')] 

+  ' 

(C)     o=^,-\-{l  +  i)z-3lxz  +  6lx^'z-hz{y^+z^)-^e'zcosK'^.-.. 

Nous  n'avons  pas  reproduit  tous  les  termes  donnés  par  Euler;  ceux  que  nous 
avons  conservés  suffiront  amplement  pour  les  explications  qu'il  nous  reste  à 
donner. 

42.  Il  est  aisé  de  voir  que  x  se  composera  d'une  suite  de  cosinus  et  7  d'une 
suite  de  sinus.  On  peut  vérifier  tout  au  moins  que,  en  supposant  qu'il  en  soit 
ainsi,  il  n'y  aura  que  des  cosinus  dans  le  second  membre  de  l'équation  (A)  et 
des  sinus  dans  (B).  Euler  considère  à  part  les  trois  premiers  termes  des  équa- 
tions (A)  et  (B)  et  il  suppose  que  l'on  ait  trouvé  des  valeurs  approchées  des 
termes  complémentaires,  de  sorte  que  les  équations  en  question  puissent 
s'écrire 


-  2  (/«  + 

-  3>,^  =  _2  M  cosi2, 

d^  ' 

\-  2  (  m  4- 

dx 
'^dZ' 

=         M'  sinl2, 

d^z 
W  ~ 

^  (>. +  1) 

dil 

où 
=  consl. 

=.  c, 

• 

=      +  i)^+  -• 
^         ^  2 

DEUXIÈME  THÉORIE  DE  LA  LUNE,  d'eULER. 

Il  cherche  les  valeurs  de  x  et  j  sous  la  forme 
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(12)  ^  =  2^008^2,  7--^N'sin£2. 

En  substituant  ces  expressions  dans  les  équations  (ii)  et  égalant  à  zéro  les 
coefficients  de  cosO  et  de  sinO,  il  trouve 

(c2+3A)N +  2(/n  +  i)cN'=:M, 
2(m  +  i)cN -+-c2N'  =  M', 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  X, 


(i3)  I  A  — 2  —  X-2  — 


N'=^'-2'-^N. 

c 


Ces  formules  tomberaient  en  défaut  si  l'on  avait 


c  =  o       ou       c  =  s/'k~  2; 

elles  donneront  seulement  de  grandes  valeurs  pour  N  et  N',  si  la  quantité  c  est 
seulement  voisine  de  o  ou  de  \/X  —  2. 

Euler  ne  tient  pas  compte  des  intégrales  générales  des  équations  (11)  dans 
lesquelles  on  supprime  les  seconds  membres.  Ces  intégrales  sont,  comme  on  le 
trouve  aisément, 

(  m  + 1  „  (7 

(i4)  {  2(m  H-  i)  ^  ^ 

(  /r=A  +  BC'4-CcosaÇ'+DsinaÇ', 

en  faisant 

et  désignant  par  A,  B,  C  et  D  quatre  constantes  arbitraires,  x  ne  devant  pas 
contenir  de  partie  constante,  on  doit  avoir  B  —  o. 

On  voit  que  les  expressions  précédentes  de  x  et  dey  introduiront  l'argument 

c'est  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune. 
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De  même,  l'équation  différentielle  (G)  pourra  se  meltre  sous  la  forme 

d'^  z 

^  +(A  +  i)^  =  -2M"sini2, 

qui  a  pour  intégrale 


2  =  E  cos  v/A  H-  I  Ç'  +  E'  sin  v^A^  l' Ç'  +  ^ 


A-i' 


L'argument  \l\  ^  l 'C'-hconst.,  qui  s'introduit  ici,  est  l'argument  u  de  la  latitude 
de  la  Lune. 

Nous  remarquerons  que  l'on  a 


V/A  +  I  Ç'  =    ^  +  I )2  +  ^  =  /l' ^  y/^  +  ^  =  +  ^  ^  +  const. 

On  peut  déjà  en  conclure  que  le  périgée  est  animé  d'un  mouvement  direct 
égal  à  /zi  (^1  —  y/i  —  ^         et  le  nœud  d'un  mouvement  rétrograde  égal  à 

nti^\  —  \J ^  +  \  La  connaissance  exacte  des  mouvements  moyens  du  pé- 
rigée et  du  nœud  dépend  des  termes  complémentaires  dans  la  partie  constante 
de  l'équation  {a"). 

On  comprend  ainsi  qu'il  y  aura  à  considérer  quatre  arguments  fondamen- 
taux ; 

Y]  et 'C,  qui  figurent  déjà  directement  dans  les  équations  différentielles,  puis 
l'anomalie  moyenne  de  la  Lune  et  l'argument  moyen  //  de  la  latitude. 

43.  Euler  suppose  maintenant  que  les  quantités  .r,  y,  z  peuvent  se  dévelop- 
per en  séries  convergentes  de  la  forme 

^  =  0  +  eP  +  e2Q  +        H-      +  aeT  +  e'U  +  ee'¥  +  e^e'Y 
(i5)  {  y  =  0'+e^'+e^Q'-\-e^V.'^a^'+aeT+e'\}'+ee'?'^  e^e'N' 

z  ~  ip  -+-  ieq  4-  ie^  r  H-  ie'  s  +  «H  +  lav , 

OÙ  l'on  désigne  par  e  et  i  des  constantes  absolues  qui  sont  les  valeurs  moyennes 
de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire;  0,P,  ...,0',  P', 
p,  q,  ...  sont  des  fonctions  des  quatre  arguments  dont  on  a  parlé,  lesquels  sont 
de  la  forme  a  +  ^z.  Il  substitue  les  équations  (i5)  dans  les  équations  diffé- 
rentielles (A),  (B),  (C),  et  égale  a  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances 
et  produits  des  quantités  e,  i,  e\  a. 
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Il  trouve  ainsi  d'abord,  en  égalant  à  zéro  les  termes  indépendants  des  quan- 
tités précédentes, 

^  -2(/n  +  i)-^  -3X0-  -(n-0)cos2y) 

+  ?0'sin2Y)  + 3A  (^0^-1  0'2^  — 4X0^  +  . .  .=:=o, 
d'O'      ,         ,^0      3^      „^  . 

__.4-2(m  +  l)^  +  -  (l  +  0)Sin2YÎ 

3 


(i6) 


0'cos2Y]  -sxoo'+exo^o 


En  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  e,  il  obtient 


d'P       .  .dP' 
^  -2(m  +  i)  —  -SAP 


+  .  .  .—  o. 


di: 


(17) 


+  P  |cos2Y)  +6X0-12X0^+6X0'^^ 
+  P'(^     I  sin2y)-3XO'+ 12X00'^  +  


o, 


d^P'  ,  ,dP 
-^+2(m  +  i)^ 


+  P  (^^  sin2Y)  -  3X0'+  12X00'^ 
I         +P'(^|cos2Yi-3XO+  6X02-|X0'2^  +  .  .  .  =0. 

On  voit  que  les  équations  (16)  ne  contiennent  que  les  deux  fonctions  incon- 
nues 0  et  0'.  Les  équations  (17)  renferment  0  et  0'  et,  en  outre,  les  deux  fonc- 
tions inconnues  P  et  P'. 

En  somme,  pour  a?  ety,  il  forme  vingt-six  équations  différentielles  en  consi- 
dérant les  coefficients  des  quantités 

o,    e,    e^,  e' ,    e' e,    e'e^;       a,    ae,    ae' ;       i^,    i-e,  i^e'; 

pour  z,  il  en  forme  cinq  en  considérant  les  coefficients  des  quantités 

soit  en  tout  trente  et  une  équations  différentielles  du  second  ordre. 


44.  Plus  de  45o  pages  de  l'Ouvrage  sont  consacrées  à  l'intégration  des  trente 
et  une  équations  différentielles  dont  nous  venons  de  parler.  Les  coefficients 
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des  divers  sinus  et  cosinus,  dans  les  intégrales,  sont  des  fonctions  de  m  dont 
on  ne  détermine  pas  les  expressions  algébriques,  mais  que  l'on  calcule  numé- 
riquement. Chacun  de  ces  calculs  numériques  s'appuie  sur  les  précédents,  de 
sorte  que  l'exactitude  doit  diminuer  assez  rapidement,  au  fur  et  à  mesure  que 
l'on  avance. 

Donnons  quelques  détails  sur  l'intégration  des  équations  (16).  0  et  0'  étant 
petits,  on  peut  prendre  d'abord 

^çTj  —  2(m  +  i)  —  — 3A0  —  -C0S2y)=ro, 

6^20'       ,         ,dO  3  . 

dt^'^        ^  '  dç  2 

C'est  la  forme  (il)  avec 

3  3  dQ,  dl 

2  2  dç  dç 

Euler  applique  les  formules  (i3)  et  trouve  des  valeurs  approchées  de  0  et  0', 

0  =  Ncos2Y),  0'=N'sin2Yî, 


qu'il  substitue  dans  les  termes  négligés  d'abord  dans  les  équations  (16),  ce  qui 

1      1     i                sin  ,      sin  ^ 
ensendre  des  termes  en  „^„4^»  nn«"^'  

On  applique  de  nouveau  les  formules  (i3),  et  l'on  trouve 


0  =  NoH- Ni  C0S2Y)  +  N2  cos4io, 
0'=         N'i  sin2Y) -t- N'2  sin4Y]  • 

On  calcule  immédiatement  les  quatre  quantités 


—  -C0S2Y]  +  6A0  -  i2A02  +  6ÀO'% 
2 


qui  figurent  comme  coefficients  de  P  et  P'  dans  les  équations  (17)  que  l'on  peut 
maintenant  chercher  à  intégrer. 

Sans  introduire  directement  l'anomalie  moyenne  '(  par  l'intégration  même, 
comme  nous  l'avons  indiqué  page  83,  Euler  suppose  que  les  expressions  de  P 
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et  P'  sont  de  la  forme 


P  =  [3  cos  C  +  ya  cos  (  2  m 
+  y4  cos(4'n 

P'  =  (3'  sin  Ç  +  y  2  sin  (  2  m 
+  y;  sin (4 Y) 


Ç)  +  (52COS(2Y)  +  Ç) 

Ç)  +  (5^ cos(4y)  +  Ç)  +. . . , 

Ç)  +     sin(2Y]  +  Ç) 

0  +  ô;sin(4ri+C)+...- 


P  et  P'  ne  contiennent  que  sin'C  et  cosl^,  comme  cela  doit  être,  puisque  P  et  P' 
ne  sont  accompagnés  que  du  facteur  e. 

Euler  emprunte  aux  observations  la  valeur  numérique  de  la  quantité  ce 

qui  revient  à  dire  qu'il  ne  cherche  pas  à  trouver  l'expression  théorique  du  mou- 
vement de  l'apogée,  mais  qu'il  accepte  des  astronomes  sa  valeur  numérique. 
Dès  lors,  il  est  facile  de  comprendre  comment  on  peut  intégrer  les  équa- 
tions (17)  par  des  approximations  successives,  en  négligeant  d'ahord  les  termes 
les  moins  importants. 

Il  en  est  de  même  pour  l'argument  u  de  la  latitude;  la  dérivée  ^  est  tirée 

de  l'observation;  il  en  est  de  même,  par  suite,  du  mouvement  du  nœud.  Euler 
arrive  finalement,  pour  x,y,  z,  à  des  expressions  de  la  forme 

où  V,  v',  v"  sont  des  entiers  positifs  et  a,  a',  a"  des  entiers  positifs  ou  négatifs; 
seulement  il  n'a  jamais  supposé  v'>  i  ;  autrement  dit,  il  a  négligé  le  carré  de 
l'excentricité  de  l'orbite  du  Soleil. 

Nous  croyons  devoir  présenter  ici  une  remarque  importante  d'où  il  résulte 
que  la  méthode  adoptée  par  Euler  ne  pourrait  pas  fournir  les  éléments  d'une 
théorie  rigoureuse.  Les  recherches  ultérieures  ont  montré,  en  effet,  que,  dans 
les  expressions  (18),  si  l'on  fait 


les  coefficients  b  et  b'  peuvent  se  développer  en  séries  convergentes  procédant 
suivant  les  puissances  de  m,  e%  e''^  et  P.  Par  conséquent,  on  ne  peut  pas,  comme 
l'a  fait  Euler  dans  les  formules  (i5),  développer  x,  y,  z  en  séries  convergentes 
suivant  les  puissances  de  e,  i  et  e' ,  ou  du  moins  les  coeflicients  P,  Q,  R, 
P',  Q',  R',  ou  au  moins  quelques-uns  d'entre  eux,  cesseront  d'être  des 
fonctions  périodiques  et  contiendront  'C  en  dehors  des  signes  sinus  et  cosinus. 
Par  exemple  le  terme  eP  devra  contenir  une  partie  telle  que  e  x  He^'^;  donc, 


const.. 


u 


Ç'+  const., 
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au  lieu  d'avoir  dans  x  le  terme  e^'R,  il  faudrait  prendre  e^(R  -h  H'C^).  Au  sur- 
plus, le  calcul  précédent  semble  bien  lui-même  se  charger  de  fournir  ces  par- 
ties gênantes,  car  nous  avons  déjà  trouvé  dans  les  formules  (i4)  un  terme  en 
il  en  amènerait  d'autres  en  dans  les  équations  suivantes.  Euler  n'a  pas  ren- 
contré cet  inconvénient  parce  qu'il  ne  s'est  jamais  préoccupé  des  intégrales 
générales  de  ses  équations  différentielles,  mais  seulement  des  solutions  parti- 
culières. 

Néanmoins  l'idée  d'Euler  de  partager  les  inégalités  en  divers  ordres,  de 
calculer  d'abord  complètement  celles  du  premier,  d'en  déduire  celles  du 
deuxième,  etc.,  est  une  idée  heureuse,  permettant  de  séparer  le  problème  en 
plusieurs  autres,  et  elle  a  été  recommandée  encore  dans  ces  derniers  temps  par 
MM.  Adams  et  Hill. 
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LAPLACE,  DAMOISEAU  ET  PLANA. 


Théorie  de  Laplace.  —  Cette  théorie  peut  être  considérée  comme  le  déve- 
loppement de  celles  de  Glairaut  et  de  d'Alembert;  mais  la  méthode  est  singu- 
lièrement perfectionnée;  les  calculs  s'enchaînent  d'une  façon  systématique. 
Toutes  les  inégalités  du  second  et  du  troisième  ordre  sont  obtenues  et  même 
quelques-unes  du  quatrième;  les  Tables  qui  résument  la  théorie  représentent 
les  positions  de  la  Lune  à  moins  d'une  demi-minute  d'arc  près.  Dans  le  cours 
de  ses  recherches,  Laplace  a  fait  plusieurs  découvertes  fondamentales  dont 
nous  parlerons  en  temps  utile. 

45.  Équations  différentielles  et  fonction  des  forces.  —  On  prend  pour 
origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  de  la  Terre,  pour  plan  des  œy  le 
plan  de  l'écliptique  de  1750;  soient  oc,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de 
la  Lune  et  r  son  rayon  vecteur.  On  introduit,  au  lieu  de  ce,  y,  z,  les  variables 
u,  V  et  s,  définies  par  les  formules 

cosi^  sili  V  s  v/i  +  ■">' 

œ  =  j         y=  j        z      -  1         r—-  , 

u  u  u  u 

de  sorte  que  est  la  longitude  dans  le  plan  des  ccy,  u  l'inverse  de  la  projec- 
tion du  rayon  vecteur  sur  ce  plan  et  s  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  au- 
dessus  du  même  plan.  Si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  et  que  l'on 
désigne  par  ù  la  fonction  des  forces  et  par  h  une  constante,  on  aura  (t.  I,  p.  90) 

dUi       \  /        2    rd9^  di'\         I     â£l  du       1   dQ,        s  _ 
dç^        J  \        tf' J  dv       )  u'^  d^'  dv       li^  du        If- a    ds  ' 

d^s        \  f        2_  rm  dv\         I     d^l  ds^     _j_d9.     1  +  .s^ 


(i)    /  \dv^        J\  J        u"- )       if-u-        dv      h^udu       li^  lû  Os 


dt  — 


T.  —  IIL 


12 
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Si  l'on  suppose  les  unités  choisies  de  façon  que  la  constante  f  de  l'attraction 
soit  égale  à  i  et  qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et 
de  la  Lune,  on  aura 


i2  —    ,  H-  m 


, /I       xx' -+- yy' zz' 


ûo\  y',  z',  r' ,  m'  sont  les  coordonnées,  le  rayon  vecteur  et  la  masse  du  Soleil, 
A  sa  distance  à  la  Lune.  On  a  (t.  II,  p.  230) 

3  I  5  3 

Places  6,         Po^-COS^Ô  5         P3~-COS''0  cos6',  .... 

22  22 


ces  6 


jcx'  -\-  yy'  zz' 


la  série  qui  représente  ^  est  très  convergente  parce  que  le  rapport  p  est  petit 
et  voisin  de         Soient,  pour  le  Soleil,  a' ,  v'  et  s' les  quantités  analogues  à  m, 


et  s.  On  aura 


X  —  ,        y  .   —  - 


u  a 
COS((-'  —  v')  +  ss' 


(2)  cos9=   .   

L'expression  de  ^  donne 


I       xx'  +  y  y'  +  zz' 


cos-y  I  + 

2 


-  )  +      (  -  cos^Ô  —  -  cos0^  +  

2  /      /•'■*  \  2  1  ) 


En  remplaçant  cosO  par  sa  valeur  (2),  négligeant  a'^  convertissant  les  puis- 
sances de  cos(ç^  —  ç^')  en  cosinus  des  multiples  de  v  —  et  substituant  dans 
l'expression  de  O,  on  trouve  sans  peine 


(3) 


--.  +     .    ,    [l  --t-  3  C0S(2  P  —  2       —  25-] 

il'  * 

4-  -g-^  [3(1  —  4^2)  cos(p  5  cos(3(' -  3p')] 

11'^ 

4-  èm'      ss'  cos  (  p  —  v') 


On  a  laissé  de  côté,  dans  l'expression  précédente,  le  terme  ^  qui  n'intervient 
pas  dans  les  dérivées  partielles  de  £2. 
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Le  déplacement  de  l'écliptique  est  très  faible  et  très  lent;  s'il  était  nul,  on 
aurait  constamment o.  Laplace  avait  cru  démontrer  que  la  supposition  de 
^'=0  n'entraîne  aucune  modification  appréciable  dans  les  coordonnées  de  la 
Lune  ;  nous  verrons  dans  le  Chapitre  suivant  que  cela  n'est  pas  tout  à  fait  exact. 
Le  premier  terme  de  Q,  répond  au  mouvement  elliptique;  le  second,  qui  con- 

ll'3 

tient  en  facteur  —  ?  fournit  les  inégalités  les  plus  sensibles  de  la  Lune;  le  troi- 
sième,  qui  est  multiplié  par       fournit  ce  que  l'on  nomme  les  inégalités paral- 

lactiques,  parce  que,  comme  on  verra,  elles  contiennent  en  facteur  le  rapport  ^ 

des  moyennes  distances  de  la  Lune  et  du  Soleil  à  la  Terre  et  peuvent  servir  à 
déterminer  la  parallaxe  du  Soleil. 

Les  termes  en  jouent  un  rôle  très  peu  important,  et  nous  pouvons  ici  les 
laisser  de  côté  sans  inconvénient. 

46.  Bornons-nous,  pour  le  moment,  à 

Il  ni'  u'^ 

12  =  —==  H  -.          [1  --h  3  C0S(2  ('  —  2  ç')  —  2S^]. 

Si  nous  formons  ^5  ^  et  et  si  nous  les  portons  dans  les  équations  (i), 
les  deux  premières  deviendront 


(4) 


Il  I  m'      U'^  r  r>  , 

+  „  i  +  -^[Hr3cOS(2(.-2P')] 


sin  (2 p  —  2  r' )  ~  i        ~h  u\      —  sin (2  r  —  2  v' )dv  =  o, 


3jn'  u'^  du  .    ,  ?>in'  f  d^ 

ih}   là  dv 


(5) 


d'^s  3  m'  u'^  _ 


?,m'  Li'^  ds   .   ,  Im' (  d^^        \    r  11'^  . 


Si  l'on  suppose  m'  =  o,  on  obtient  le  mouvement  elliptique  de  la  Lune,  et  les 
équations  précédentes  deviennent 

d^s  d^u  I 

=   1- 

La  première  donne,  en  désignant  par  y  et  0  deux  constantes  arbitraires, 

(6)  .9  r- y  sin(r  —  9), 
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et,  en  portant  dans  la  seconde,  il  vient 


Cette  équation  est  satisfaite,  comme  on  s'en  assure  aisément,  en  donnant  à  u 


la  valeur  ^'  ^ — l'iiitéafrale  générale  est  donc 

,  >  _  y/n- 5- +  e  cos(<' —  gt) 

en  désignant  par  e  et     deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que  les  formules  du  mouvement  elliptique  sont  ici  un 
peu  compliquées,  parce  que  la  projection  de  l'orbite  sur  le  plan  des  xy  n'a  pas 
pour  foyer  le  point  T. 

Cherchons  la  signification  géométrique  de  y,  G,  e  et  ra;  G  est  la  longitude  du 
nœud,  car,  pour  =  G,  la  formule  (6)  donne  5  =  o  et,  par  suite,  z  =  o.  Faisons 
une  figure  spbérique  ayant  pour  centre  le  centre  de  la  Terre;  soit  L  une  posi- 

Fig.  6. 


QH     p  y 


tion  quelconque  de  la  Lune,  abaissons  l'arc  de  grand  cercle  LP  perpendiculaire 
sur  xy  {fig.  G).  Le  triangle  sphérique  rectangle  NPL  donne 

tangPL  =  sinNP  tangPNL 

ou  bien 

.9  =  sin  (  ('  —  0)  tangPNL. 

En  comparant  ce  résultat  à  l'éiiuation  (6),  on  voit  que 
y  —  tangPNL  —  langente  de  l'inclinaison. 

Le  même  triangle  donne 


cosPL  sinNP  =  sinNL  cosPNL, 
cos  PL  cosNP  r=  cosNL 
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(8)  sin(.-g)^sjn(.o-0)^       ^^-Ji  ^  p.o.(.„- 

On  a  ensuite,  en  ayant  égard  à  (7), 


cos(('  —  0)  cos(n7  —  9)  +  sin(  ('  —  9)  sin  (gt 


ou  encore,  en  vertu  des  relations  (8), 


i  +  e   cos(Po— 0)cos(gt  — 6')H  


v^  -+--/- 


Soient  cîo  ==  +  Nil  la  longitude  du  périgée  dans  l'orbite,  a  et  e^^  le  demi 
grand  axe  et  l'excentricité;  on  a,  comme  on  sait. 


:  +  eo  COS(('o—  Wo)' 

la  comparaison  de  ces  deux  expressions  de  rnous  donne 

r      û      /                sin0  sin(cT  —  ô)! 
^0  cosc^o  —  e   cos9  cos(m  —  d)  — —  5 

L  s/i  +  y'  J 

r  •   fl      /               COS0  sin(ca  —  9)1 
sinrUff  — ;  e  \  sin  9  cos(ct  —  t^)  h  ■==   , 

L  Vi  +  y^  J 

e  sin(cT 


d'où 


60  cos(cTo—  ^)  =  ecos(c7  —  0),       ^0  sin(cTo  —  ^)  = 


/  /l  +  y'  C0S-(C7  —  0) 


(9)  \  vi  +  y' 


,  I  -t-  cos-(c7  —  9) 
J  —   »  ^  

i  +  y^ 


La  seconde  de  ces  formules  montre  que  si  l'on  mène  l'arc  de  grand  cercle  ITH 
perpendiculaire  sur  l'orbite  de  la  Lune,  on  aura  ooE  =  cj  et  cos  IIH  =  -• 
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En  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre,  on  aurait 

/«2  (jH-       —    (  I  _  e2  )^        ht  —  a{i  —  f  —  e^). 

47.  Le  mouvement  rapide  des  nœuds  et  du  périgée  s'oppose  à  ce  que  les  for- 
mules (6)  et  (7)  puissent  être  considérées  comme  formant  une  première  ap- 
proximation servant  de  point  de  départ  aux  suivantes.  Laplace  prend,  en  dési- 
gnant par  c  et  g  des  constantes  voisines  de  l'unité, 

j  s  =  y  sin(^('  —  B), 

\     _  v/i  H- +  e  cos(c(^  —  ct) 


11  est  facile  de  voir  la  signification  de  g  et  c.  On  peut  écrire,  en  effet, 

5  ~  y  sin  I    —  [  9  4-  (  I  —  ^  )    ]  I , 
et  si  l'on  se  reporte  au  triangle  sphérique  NLP  de  la fig.  6,  on  voit  que  l'on  a 

longitude  du  nœud  =  9  +  (i  —  g)  \ 
longitude  du  périgée  —     +  (i  —  c)  v. 

On  voit  donc  que  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud  sont  représentés 
respectivement  par  (i  —  c) et  (i  -~  g)v. 

Les  formules  (10)  représentent  un  mouvement  qui  correspond  à  l'attraction 
de  la  Terre  et  à  une  certaine  force  perturbatrice  ('),  et  c'est  ce  mouvement  fictif 
qui  sert  de  point  de  départ  pour  calculer  le  mouvement  réel,  en  substituant 
les  expressions  (10)  dans  les  équations  (i).  Les  nombres  indéterminés  c,  g  et 
quelques  autres  coefficients,  que  nous  verrons  bientôt  apparaître,  se  déterminent, 
dans  le  cours  du  calcul,  par  des  équations  de  condition,  de  manière  à  satisfaire 
aux  équations  (i).  Mais  nous  commencerons  l'intégration  en  faisant  d'abord 
abstraction  de  l'action  du  Soleil,  comme  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique. 

Il  faut  d'abord  exprimer  t  en  fonction  de  v\  la  troisième  des  formules  (i) 
donne,  pour  le  mouvement  elliptique, 

,  d\' 
liir 

nous  mettrons  pour  u  la  valeur  (10)  et  nous  trouverons,  en  négligeant 

(11)  u  =.  [^1+  ^y^+ecos(cP-T;T)  -  ^     cos(2^r  -  , 

^  =  /i^  j^iH-  ^  (e^  +  y^)  —  2  e  cos(c(^  —  cj)  +  |     cos(2C(^  —  2cj)+  ^  y^  cos(2^p  —  2  0)^, 


(1)  Foir,  pour  l'interprétation  géométrique  de  cette  transformation,  une  étude  de  M.  Radau  Sur  la 
tliéorie  des  orbites  {Bulletin  astronomique,  août  1892). 
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d'où,  en  intégrant, 

/       3         3    \  ili^e 
t  =  const.  +         4-  -  e^H —  y^j^  ^  sin(c('  —  m) 

H  ; —  siii(2c^'  —  2Gy)  H — T-^  sin(2^t'  —  2O). 

Les  coefficients  de  cette  intégrale  sont  un  peu  modifiés  par  l'action  du  Soleil. 
Dans  l'hypothèse  elliptique,  le  coefficient  de  ç  dans  cette  expression  est  égal  à 

-  =  a^,  ce  qui  donne 


—  a' 


(12)  A  ==  a'-      —  ^  e^  —  ^     +  des  termes  du  4"  ordre  en  e  et  . 

En  portant  cette  valeur  de  h  dans  la  formule  (i  i),  elle  devient 


(  1 3  )        u  =  - 

a 


I  +  e^H-  ^         e(i  +  e"^)  cos(c^'  —  5t)  —  ^     C0S(2^v  —  29)J  ; 


on  a  négligé  seulement  le  quatrième  ordre.  L'expression  trouvée  pour  t  donne, 
en  appelant  la  constante  arbitraire,  divisant  par  le  coefficient  de  v  et  négli- 
geant les  termes  en     et  ey-. 


'2  6  3 

(14)  nt   sin(c('  —  gt)  +       sin(2c^'  —  ixs)  +  ^  sin(2^v  —  20). 

On  aura  de  même  pour  le  Soleil,  en  faisant  y'  =  o, 

3 

(15)  «'^  +  e'  r=    —  2e'  sinfc'p'  —  ct')  H-  7  e'^  sin(2c'p'  —  257'), 

4 

(16)  «'ziz  ^  [14-  e'^H-  e'  cos(c'(^'—  car')]  ; 

le  coefficients'  est  d'ailleurs  extrêmement  voisin  de  i.  L'origine  du  temps  est 
arbitraire;  on  peut  supposer  t  =  o,  et,  en  faisant 

(17)  -=m, 

on  trouvera,  par  l'élimination  de  t  entre  les  équations  (i4)  et  (i5) 

3 

(18)  i^' —  2  e'  sm(c'v' —  în')  H-  7  e'^  sin(2c'p'  —  2m')  =  mç-i-  &' —  2  me  sin(ct^  —  gj). 

4 

On  n'a  pas  écrit  dans  le  second  membre  les  termes  en  me^  et  m^^  parce 


96  CHAPITRE  VII. 

que  ces  termes  sont  du  troisième  ordre  et  que  cet  ordre  a  été  négligé  dans 

le  premier  membre;  on  a  remplacé,  pour  la  même  raison,  ^  par  me.  On 

tire  de  la  formule  (18),  par  des  approximations  successives  ou  par  la  formule 
de  Lagrange, 

v'  —  7nv  +  e'h-  2e'  sin(c'mf  +  c'e' —  us')  —  2?ne  sin(c^'  —  cî) 

5 

H-  -  e'^  sin( 2  c'mt'  +  ic' t'  —  210'). 
4 

On  peut  supprimer  s'  en  convenant  d'écrire  plus  tard  mv  -f-  z'  au  lieu  de  mv. 
On  aura  ensuite  à  substituer  dans  l'équation  (16) 

e'  cos(c'  v'  —       =  e'  cos  \^c'  mv  —  m'  -\-  ic' e'  siii  (c'//m^  —  crr')] 

—  e'  [cos(c'«tr  —  to')  —  2c'e'  'i>\\\'-{^c' mv  —  cj')] 

—  e'  cos(c'mi^  —  us')  —  e'-H-  e''^  cos(2c'mp  —  2gt'). 

11  vient  ainsi 


(19) 


5 

c'  =:  me  +  2e'  sin  (c'mr  —  cr')  —  2 me  sin  (ce  —  cr)  +  7  e'^  sin(  2c'  me  —  2ct'' 

4. 


I   a'=  ^  [l  +  ^'  C0S(c'/7Z(^  —  Gj')  -H  e'^  C0S(2C'««(^  —  2Gï')]  , 


Les  perturbations  apporteront  à  ces  expressions  de  v'  et  u!  des  corrections 
'^v'  et  mais  le  terme  mç»  restera  le  même;  dans  la  formule  (17),  n  doit  dési- 
gner l'inverse  du  coefficient  de  v  dans  l'expression  de  t,  après  tous  les  calculs. 

48.  Il  faut  maintenant  substituer  dans  les  équations  (4)  et  (5),  ou  du  moins 
dans  les  termes  multipliés  par  m!,  les  expressions  (i3)et(i9)  de  u,  /  et  m'. 
On  voit  que,  dans  l'hypothèse  elliptique,  la  partie  constante  de  u  serait 


(20) 


l'action  du  Soleil  altère  cette  partie  constante  de  u,  mais,  a  étant  arbitraire, 
nous  pouvons  continuer  à  la  représenter  par  la  même  expression  (20),  ce  qui 
fixera  nettement  la  définition  de  a.  Seulement,  n  ayant  été  déterminé  de  façon 

que  le  coefficient  de  v  dans  l'expression  de  t  soit  égal  à  ^5  on  n'aura  plus  la 

relation  /i^«*  =  i.  On  avait,  dans  le  mouvement  elliptique,  d'après  la  rela- 
tion (12)  ou  la  troisième  des  formules  (9), 

A2=z«(i_e2— y2_^  A'e^  +  B'e'-y2+  C'y*  +  .  .  .); 
cette  relation  n'aura  plus  lieu  après  les  perturbations,  a  ayant  été  déterminé 
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d'une  autre  manière;  mais  nous  pourrons  calculer  une  quantité  a,  par  l'équa- 
tion 


(21)  A2=a,(i_e2_y2+ A'e*  +  .  .  .),         A  =  y/a,  (  t  —  -     —  -     +  .  .  .  j , 

a^  étant  une  constante  qui,  sans  l'action  du  Soleil,  coïnciderait  avec  a.  Nous 
ferons  ensuite 

(22)  —  n'-câ  =  m\; 

sans  les  perturbations,  on  aurait 

^  9  9 

n- 

Cela  posé,  si  nous  considérons  les  diverses  parties  de  l'équation  (4),  nous 
trouverons  d'abord 

,3.  m'  u'^    m]  {a'  u')'^ 

(24)  {a' u'y  =  1  -\ —         3e'  cos (c'mr  —  rn')  ~\-  ~  e'^  cos(2c'm('  —  2cî'), 


(au)-^=  I  —  3  l^e^H-  ^  y^H-  e(i  +  e^)  cos(c(^  —  nr)  —  ^ cos(2,^(^  —  29)J 
H-  6  1^^^+  ^y^"*^  cos(ct^  —  m)  —  ^y^  cos(2^(^  —  20)J 

r     I  I  "1^ 

— 10  I  e^-h  ^y^+  e(i  4-  e^)  cos  (ce  —  m)  —  ^y^  cos(2^r  —  2  0)  , 

d'où,  en  apportant  autant  de  précision  que  possible  dans  le  calcul  du  terme 
constant,  pour  une  raison  qui  sera  indiquée  plus  loin,  et  dans  celui  du  coeffi- 
cient de  cos  (w  ~  ct),  parce  que  le  coefficient  de  dans  l'argument  est  voisin 
de  I  et  que  le  terme  en  question  grandira  par  l'intégration, 


{au)-^=  f  —  3e^  —  -^y^  —  3e(i  +  e^)  cos  (ce  —  m) 
+  6  I  —  +  2e  i  e^-h 


+  2  e  ^e2_,_    y2^  cos  (ce  —  rn) 


xoe^  cos'*  (cp  —  th) 


OU  bien,  en  exprimant  cos^(w  —  îtt)  au  moyen  de  cos(w  — cî)  et  de  cos(3cr—  3ct) 
T.  -III.  i3 
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et  ne  retenant  que  la  première  partie, 

(25)  (au)-^  ■-=  i  —  jY'—  ^  (^i  —  ^  e-  —  y-^  e  cos(c('  —  m). 

Les  formules  (23),  (24)  et  (2.5)  donnent  ensuite 


m'  u'^    m\ 


En  multipliant  cette  expression  par 

3  cos(2   —  2  ('')  =  3  cos(2('  —  imv)  —  6 me  cos(2  r  —  2 me  —  ce  +  zn)  + .  .  . , 
et  ne  retenant  que  la  partie  principale  de  cos(2Ç'  —  2mv),  et  dans  le  produit 

que  le  terme  en  cos(2(^  —  2mv  —  w  +  cî),  parce  que  le  coefficient  de  v  dans 
son  argument  est  voisin  de  i,  on  trouvera 

(26  bis)  ^  —  cos(2r  — 2^0=  ^^rcos(2r  — 27«P)-'— 'tAZ!!ecos(2(-  — 2m(^— cp  +  ct)  1. 

V  /    „  A2     ,,3  \  ^  2  a,    L  2  J 


2  li^ 
Dans  le  terme 


im'  u''^  du  .  , 
2 II-   u*  clv 


on  pourra  remplacer  11,  a',       sin(2^  — 2Ç'')  respectivement  par 

II  ec  .   ,  \       •   /  \ 

-,    —7,  sin(c('  — ct),    sin(2  c  —  2m(0 , 

a      a  a 

ce  qui  donnera 


(37) 


 —  sin  (2   —  2 1^')  =  H   ce  sm(ci'  —      sm(2  c  —  2  me) 

2  II''   là  dv  2  a, 

im:         ,  ,  , 

■=  - — î-ecos(2r  —  2m('  —  cc  +  cj); 
4«i 


on  a  laissé  de  côté  le  terme  en  cos(2(^  —  imv     ce  —  cr). 

Enfin,  dans  la  dernière  partie  du  premier  membre  de  l'équation  (4;,  on 
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pourra  prendre 

u  1,1 

-— -  -\-  u=.  -  ,         u'  —  —  i 
clv-  a  a 

sin  (  2  ('  —        —  sin  (  2  p  —  2  mv  )  —  2  me  sin  (  2  v  —  2  /Wi-'  —  c^•  +  sj) , 
-7  =  aM'i  —  4e  cosfcc  —  S)  il , 

ce  qui  donnera 


3  m'  (  cl-  u 
11 


j  -^sm(2.-2.)./. 
3  iix  ^  f* 

=   I  sin(2('  —  2ç')[i  —  /iecosfci'  —  cr)]  c/r 

~ — [sin(2r  —  2niç)  —  2e(i  -h  m)  sin{2  ^^  —  amc  —  cv-hrs)]c(v, 
^1  1/ 

d'où,  en  intégrant  et  remplaçant  le  diviseur  2  —  2m  —  c  par  i  —  2m, 


(28) 


3  m'  /d-  u 
1^  \dv^' 

  3  m\ 

a. 


u]   I  —7-  SI 


sin  (21'  —  2  (/)  dç 


C0S(2i^  —  2/m>)  2(i+-/n)  ,  ' 
 ^  ecos(2  r  —  2 me  —  cv  H-  cr) 


11  ne  reste  plus  à  considérer  que  le  terme 


_3  , 


qui,  en  faisant 

s  =  y  sin  {gv  —  ^)  +  às, 
et  tenant  compte  de  la  valeur  (21)  de  h^,  donnera 


(■^9) 


 ~  r  I  +     4-  7     +  '7     cos  (  2  gv  —  2  Ô  )    -  3  y  sin  (  gi'  —  9  )  ds\ 

«1  L  4        4  J 


Si  l'on  réunit  maintenant  les  développements  (26),  (2G  bis),  (27),  (28) 
et  (29),  on  trouve  que  l'équation  (4)  devient 


d'il  I  /       „     I  „\     "i?  /  I  3 


2»!  \ 

(A) 


dç^  ^iV'^     ''    '4^7  '2ai\^"'"    '4'  '2 

.         o     o  /  X      3  m 7  2  —  m      ,  , 

 ; — 1  (2  +  6^+  3e^)  e  cosfci'  —  cr)  H    cos(2(^  —  2mç) 

4  a,  2«i   I  —  m 

3m^,  6  -h-  .  ,        3,  , 

eC0S(2('  —  2A71P  —  C(-'-4-Gj)  —  y-C0S(2^P' —  2U) 

4  ^1 


2  a,  I  —  2  m 

3 


y  sin(^^'  —  9)  às  =  o. 
«1 
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On  voit  qu'on  a  conservé  deux  termes  du  second  ordre  en  cos(2^  —  imv)  et 
cos(2^ç^  —  2O);  les  coefficients  de  v,  dans  ces  arguments,  sont  voisins  de  2.  On 
a  gardé  deux  ternies  du  troisième  ordre  en  cos(c(^  — gî)  et  co^{iv—imv—cv-\-xs) 
parce  que,  les  coefficients  de  v  étant  voisins  de  i,  l'intégration  abaissera  ces 
termes  au  second  ordre,  ce  qui  ne  serait  pas  arrivé  pour  les  autres  termes  du 
troisième  ordre. 


49.  Faisons  des  opérations  analogues  sur  l'équation  (5).  Considérons  d'a- 

3  m'  a'- 
1  II-  là 


bord  le  terme  -  ^jw  ^^s;  nous  pourrons  prendre 


2         /  II-  tty  ' 


—  1=-.  a*  [i  —  4e^  —  y-+  y-  cos{2ffç  —  2  0)  +  56^], 
s  =  y  sinigv  —  6), 


d'où 


3  /«'  o  //l  'ia 

2  li^  là  2  a, 


I  +  2e^+  -(^''^-^  'f  cos(2^v  —  2  9)J  y  %\xv{gv  —  d) , 


d'où,  en  transformant  le  produit  sin(^'v  —  0)  cos(2^v  —  2G)  et  ne  gardant  que 
le  terme  en  sin(^v  —  6), 

(  3o  )  -^T^-Tà'^-^y^^^'—^r-^  2  '  )  y^^^(ê-'-^)- 

On  aura  ensuite 

3  m'  u''^  'oin\a     .  n\       ,  x 

-  jY  — 4  5  cos(2  V  —  -zv')  =       ^       y  sin(^(^  —  d)  cos(  2  v  —  2mv), 

, X  3  m'  u''^         ,  ,^         3m\      .  ^ 

(  3 1  )  ~  T^.  — ri'  cos  (  2  ('  —  2ç')  —  —  — y-i  y  s  m  (  2  p  —  2mç  —      -i-  U) . 

2    Ai"  4 

Quant  au  terme 

3  m'  a''^  ds    .  , 

 71  -T  -T  sui(2(^  —  2S>'), 

2.1%^  II*  dv 

on  pourra  y  prendre 


sin  (2  — 


=:  sin  (2  — 


2mv), 


ce  qui  donnera 
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le  dernier  terme  de  l'équation  (5) 

'6m'  (dH       \   ru'-'  .   ,  ,w 

est  de  l'ordre  m\,  car 

—  ^s  =  y{i- g-^^)iin{gv-Q)  + +às 

est  de  l'ordre  m\  ;  on  doit  donc  le  laisser  de  côté.  Il  n'y  a  plus  qu'à  réunir  les 
développements  (3o),  (3i)  et  (32),  moyennant  quoi  l'équation  (5)  deviendra 

I  (i'^s  3       /  ,      I   ,     3  , A  . 

+  6-  +  -  ml  /  ,  +  26^-  -         -  e'M  y  sin(^ov  -  B) 

(B)  i  ^  ^ 
j  3 

r  —  -  m\  y  sin ( 2    —  2  mt^  —      +  9)  ^  o. 

50.  Intégration  de  l'équation  (B).  —  Pour  intégrer  cette  équation  linéaire, 
nous  ferons 

.s  =  y  sin(^v  —  5)  +  ès  =.  y  sin(^''('  —  Q)  +  A  sin (2  c  —  imv  —  gv  +  0), 

A  désignant  une  constante  ;  en  substituant  cette  valeur  de  s  dans  l'équation  (B) 
et  égalant  à  o  les  coefficients  de  sin(^i^  —  G)  et  de  sin(2(^ —  imv  —  gv  -h  6), 
on  trouve 

(C)  g-^i-\--m'j(  1  +  26'^— -y^-V--e'A, 

2       \  1  '       1  j 

.3 

A 


2  i  —  (2  —  im^gY'' 

On  peut  remplacer  dans  la  dernière  formule  g  par  l'unité,  et  il  vient 

.      3  m  '\ 
A  =  -  y-i  y  ; 

m,  diffère  très  peu  de  m,  comme  on  le  verra  plus  loin.  On  aura  donc 

3 

(33)  —  -my  %\i\{iv  —  imv  —  gv  -r-  6). 


102  CHAPITRE  VII. 


On  voit  qu'il  y  a  eu  un  abaissement  d'un  ordre,  parce  que  le  coefficient  de  ^ 
dans  l'argument  est  voisin  de  i. 
La  formule  (G)  donne 

(34)  g  —i  -^^ml  (^i-h  2  e-  —  ^  y-  +  ^  e'^^  +  .  .  .  . 

On  a,  en  désignant  par  Q  la  longitude  du  nœud  ascendant  moyen  introduit  dans 
la  première  approximation, 

~  =—  y  m?    1  +  2  e-  -  e' 

dv  4  V  2*2 

Cette  quantité  serait  constante  s'il  en  était  ainsi  de  e',  mais  on  sait  que,  en 
vertu  de  l'attraction  des  planètes  sur  la  Terre,  et  notamment  de  Yénus,  l'excen- 
tricité e'  de  l'orbite  terrestre  est  variable  et  que,  pendant  très  longtemps,  elle 
ira  en  diminuant  avec  une  lenteur  extrême.  On  peut  écrire 

e'—é^  —  e'^v, 

et  il  vient,  en  négligeant  e"-, 

dQ         3  ,  _2     I  „2  ,  3  ^,,\  \  9 

dç 

d'oil,  en  intégrant. 


(35)  Q  =  9-^ml(i  +  2e^~'-y^-^le',^),^^ 


La  longitude  du  nœud  a  donc  une  équation  séculaire,  en  ou  en  t^,  ce  qui 
revient  à  dire  que  0,  au  lieu  d'être  constant,  contient  une  partie  proportionnelle 
au  carré  du  temps.  C'est  l'une  des  découvertes  de  Laplace.  On  peut  écrire,  si 
l'on  veut, 

(36)  Q=9-^,nl(^i  +  2e^--^y^'~i-^e'^y-^mlJ{e"^-  e'^-  )  dv. 


51.  Intégration  de  l'équation  (A).  —  Il  convient  d'abord  d'y  remplacer  h 
par  sa  valeur  (33);  on  trouve 

—  y  ^\\\{gv  —  Q)  às  —  ^  — î-  [cos(2   —  2m{>  —  2gi>>  -\-  2Q)  —  cos(2   —  2//ip)]. 

Ces  termes  sont  du  troisième  ordre,  et  le  coefficient  de  p  dans  l'argument  dif- 
fère de  i  d'une  quantité  finie;  nous  devons  les  omettre.  Nous  poserons  ensuite 
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avec  Laplace 

u  —  Uq  -h  du , 

désignant  la  partie  elliptique  (i3) 

.  uo  ^-  e- +  ^y^+  e(i  +  e-)  cos(c(^  —  vs)—       cos(2^('  —  29)j  , 

et  Bu  étant  de  la  forme 

Su  =  Bo  cos('2<^  —  2mç)  4-  Bi  cos(2  c  —  .2  me  —  cv  -\-  w)  -\-  B2  cos(2^r  —  2  0), 

OÙ  Bq,  B,  et  Bo  désignent  des  coefficients  indéterminés.  En  substituant  cette 
valeur  de  u  dans  l'équation  (A)  et  égalant  à  zéro  le  terme  non  périodique  et  les 
coefficients  de  cos{ci^  —  -es),  cos(2(^  —  2mç^),  cos( 2ç^  —  2mç^  —  w  +  cr)  et  de 
cos(2^ç^  —  26),  on  obtient  les  conditions 

(37)        -J'-^^-^7.f)  =  i('^^'^lf)-êS'^''-^7.f--l^' 


(38) 


a  q  «1 

3  m?  2  —  m 

Bo[i  — (-2  — 2m)2]        H  î    =0, 

Bi  [i  —  (2  —  c  —  2m)-  ^  c  =  0, 

^         ^  '         2  «1   I  —  2  m 

La  relation  (37)  donne 
(87  bis) 

d'où  l'on  tire     en  fonction  de  a  et  de  m,. 

Les  formules  (38)  donnent  ensuite,  en  ne  considérant  que  les  parties  les  plus 
importantes, 

l  4 


(7      «1      2  a, 


I  +  -  e'M  +  . 


3    ,  /       3         I  A 


4 
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et 


^         fn\    i5  /n\e       1 5  /?i  1  e _ 

y'  ,   „       .      3   „  / 1  I 


a  4     \«  «1/ 

cette  quantité  est  du  quatrième  ordre,  et  l'on  doit  prendre  Bo  =  o. 

On  a  donc  finalement,  en  négligeant  seulement  le  troisième  ordre, 

3 

(E)  s  =  y  sin(^(-'  —  0)4-  ^my  sin  {2  ç  —  2mv  —  gv  +  Q) , 


i  au  =  i         -+-  y  y"-  +  e  cos(c(^  —  gt)  —  7     cos(2^(>  —  26) 
]  4  4 

1 5 

-t-      cos  (  2    —  2  m^^)  H — 3-  me  cos(  2  ç  —  2  mç  —  ce  h-  ct)  , 

o 


(F) 


Les  formules  (D)  donnent  pour  (i  —  c)ç  un  mouvement  direct  du  périgée  ;  la 
quantité  i  —  c  contenant  e'^  est  lentement  variable.  Soit  II  la  longitude  du 
périgée  introduite  dans  la  première  approximation;  on  a 

n  —  tïT  +  (i  —  c)  r, 
dTL  de      3      /       ï   2  ,  3  ,,\      9    2  ,  , 


d'où,  en  intégrant, 

l  n  =  G7  -h  -^tn\ii 


(39) 


On  voit  que  le  périgée,  comme  le  nœud,  est  animé  d'un  mouvement  sécu- 
laire. 


52.  Indications  générales  sur  les  calculs  de  Laplace.  —  Nous  ne  pou- 
vons pas  les  exposer  en  détail;  nous  nous  bornerons  à  dire  que  le  grand  géo- 
mètre s'est  proposé  d'obtenir  toutes  les  inégalités  du  troisième  ordre  dans  les 
expressions  de  w  et  ^  en  fonction  de  v.  Il  a  développé  les  termes  parallactiques 
que  nous  avons  laissés  de  côté;  il  pose 

(4o)  s~SQ~\-ès,       u  =  i/Q-\-du, 


et  Uq  ayant  la  même  signification  que  ci-dessus,  et  il  admet  que  os  et  Bu  peu- 
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vent  se  développer  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  des  quatre 
arguments 

2^»  —  2mv,    CV---U5,    c' mç  —  rn',    gv — -B, 

SOUS  la  forme 

2  sin  [1-  a{cv  —  cr) 

±:  a\c' mv  —  cj' j  ±:  ^{gv  —  Q)±i  a{v  —  f^vy], 

±  a'{c' mv  —  to')  ±:  ^{gv  —  Q)  ±:  r;{v  —  mv)], 

OÙ  a,  a',  ^,  i  et  a  désignent  les  nombres  entiers  positifs  o,  i  ou  2.  L'indice 
placé  au  bas  des  lettres  x  et  iil),  indique  l'ordre  des  coefficients  relativement 
à  m  :  soit  fait 

±a±ci'm±(^±(j  —  'è; 

et  ift)  sont  de  l'ordre  2,  si  i  —  S  est  fini, 

»  »  I,  si  I  —  S  est  de  l'ordre  de  m, 

»  »  o,  si  I  —  S  est  de  l'ordre  de  m^,  comme  i  —  c  et  i  —  g 

par  exemple. 

Laplace  substitue  les  valeurs  (l\o)  dans  les  équations  différentielles  et  il 
égale  à  zéro  les  coefficients  des  divers  sinus  et  cosinus,  ce  qui  lui  donne  autant 
d'équations  qu'il  y  a  de  coefficients  x  et  ii!,,  soit  vingt  coefficients  x  et  seize  ift. 
Dans  les  conditions  déduites  de  l'équation  différentielle  en  u,  les  oftj  jouent  un 
rôle  secondaire;  dans  le  cas  de  s,  ce  sont  les  qui  deviennent  accessoires. 
Enfin,  il  convient  d'observer  que  ^  et  c  se  détermineront  en  égalant  à  o  les 
coefficients  de  cos(w  —  ct)  et  de  sin(gç  —  0);  ce  cosinus  et  ce  sinus  étant  sup- 
posés ne  pas  figurer  dans  os  et  Sw,  aucune  des  quantités  ^l,  et  ne  les  accom- 
pagnait. Au  degré  de  précision  dont  Laplace  s'est  contenté,  les  coefficients  x 
et  n'entrent  chacun  qu'à  la  première  puissance.  On  doit  comprendre  que  les 
équations  dont  il  s'agit  ne  différeront  de  celles  que  nous  avons  trouvées  que 
par  des  termes  en  m\ 

53.  Expression  de  t  en  fonction  de  u.  —  On  a 


il  faut  substituer  dans  le  second  membre  l'expression  (4^)  de  w.  On  aura  d'a- 

T.  -  m.  i4 


io6 

bord 
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I 


—    I  e^-  y^—  2e  cos(c(' —  Gj)  -t-  -y-cos(2^(^—  iQ)  —  laàu 

h  \_  1  2  '  2  ' 

3  1 

H —     cos(2C(^  —  im)  -\-  Ç)aeàu  cos(c^'  —  , 

puis,  en  mettant  pour  h  sa  valeur  (21), 

(        =  I  —  2e  cos-fcc  —  GT)  4-  -  y-  cos(2  l'-t^  —  iQ)  —  laàu 

(43)        !  ^"  3 

La  partie  non  périodique  du  second  membre,  en  faisant  abstraction  de  Zu,  se 
réduit  exactement  à        et  il  en  devait  être  ainsi,  car,  dans  le  mouvement  ellip- 

dt  4  - 

tique,  la  partie  constante  de      est  représentée  par     ou  à\. 


On  a  ensuite 

dv  ~ 


/        2    fdq  dç      ^  ài'  u- 


Il  faut  maintenant  multiplier  les  deux  développements  (43)  et  (44);  en 
réduisant  le  dernier  à  l'unité,  dt  n'a  pas  d'autre  terme  non  périodique  que  ^dv, 
car  ou  et  §wcos(w  —  m)  sont  entièrement  périodiques.  Si  l'on  remarque  que 
f  ^>  $  ^  remplacé,  à  un  facteur  constant  près,  par  J ^sin(2r  —  imv)dv 
et  que  cette  intégrale  contient  des  cosinus  des  arguments 

IV  —  imv  ±i(x{cv  — -^5)  ±  a'  {c'  mv  -  -  gt')  ±  [3  [gç  —  9), 
on  verra  que,  dans  le  produit 

j^i  —  2ecos{cç  —  gt)  H-  ^     cos(2  cp  —  2gî)  +  ^    008(2^1^  —  2  0)  y" 


l'argument  2^—  2mç  ne  peut  pas  disparaître  ;  ce  produit  ne  contient  donc  pas 
de  partie  non  pérwdique;  il  n'en  sera  pas  de  même  de 


Y — 2aou baeou  Q.O's,{cv  —  gt)J  / 


LAPLACE,   DAMOISEAU  ET  PLANA.  IO7 

mais  la  partie  non  périodique  correspondante  contiendra  m'*  en  facteur.  Nous 
aurons  donc,  en  ne  conservant  dans  notre  exposition  élémentaire  que  les  termes 

en  m^,  ^  pour  la  partie  non  périodique  de  ^  ou  bien,  en  remplaçant  a  par  sa 
valeur  (87  his^, 

1  /  3 


Si  donc  on  fait 
on  aura 

3  J7l 


d'où 


^  =  ^  +  ^  e'^)  dv  H-  const.     des  termes  périodiques, 

v—nt^e  —  ^^in\  J  (e'^  —  ^o^) «i^  +  des  termes  périodiques. 


On  voit  donc  que  la  longitude  moyenne,  par  suite  de  la  variation  de  e  ,  con- 
tient un  terme  en  t"^  :  c'est  Vaccéléraiion  séculaire,  qui  constitue  l'une  des 
grandes  découvertes  de  Laplacc.  On  doit  comprendre  maintenant  pourquoi  nous 
avons  conservé  partout  e'^  :  c'était  en  vue  d'arriver  à  l'accélération  séculaire. 
Nous  donnerons  dans  un  autre  Chapitre  des  détails  historiques  et  théoriques 
très  complets  sur  cette  accélération. 

Si  l'on  élimine  a^  entre  les  équations 


I    I 

a      «1      2  a, 


il  vient 
mais  on  a  fait 
il  en  résulte  donc 


n-  a-*  =  I  

1 


(45)  ml  ~      (  i  —  ^m\j=m^(i  —  ^  m' 


m 


Laplace  pose  ensuite,  pour  trouver  t  en  fonction  de 

I  +2©'/"e°'e«'y^^(^^ysin  [±a(c('- 
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les  coefficients  3j^^'  se  trouvent,  d'après  ce  qui  précède,  exprimés  à  l'aide 
des  oAp^^'.  Il  peut  aussi  calculer  a^^'  quand  il  a  résolu  les  trente-six  équations  qui 
lui  donnent  Jl>^^'  et  Dl>^^'. 

Si  l'on  veut  aller  plus  loin  dans  les  approximations,  il  convient  d'introduire 
encore  plus  de  précision,  comme  le  fait  Damoiseau.  On  posera  a /j/Von  les  for- 
mules (4 1  )»  (42)  et  (46)  ;  on  en  déduira 


(47) 


3 

4 


3  , 
V  -1 —  m  ' 
1 


en  posant,  pour  abréger, 

2r  z=:±  a{cç  —  cr)  +  .  .  .  . 

On  tirera  de  là  l'expression  de  v'  en  fonction  de  on  en  conclura  celles  de  zf' 
et  de  ^|^"(2^'—  En  substituant  dans  les  équations  différentielles  (i)  et 

effectuant  la  quadrature  J ^  on  pourra  égaler  à  o  les  coefficients  des  di- 
vers cosinus  de  Sr,  ce  qui  donnera  trois  séries  de  relations  pour  déterminer  les 
X^^\  Ml^^f  et  ej^^';  ces  équations  se  prêteront  très  bien  à  la  résolution  par  des 
approximations  successives. 

54.  Calcul  de  Tinégalité  parallactique.  Nous  donnons,  à  titre  d'exemple, 
le  calcul  d'une  inégalité  du  troisième  ordre.  Nous  l'obtiendrons  en  considérant 
dans  la  fonction  Q,  formule  (3),  les  termes 


m  a 


i^  =  .  ■  •+  [3(i  —  4.s2)  cos(p  -  v')  +  5  cos(3(^  —  3(^')]  +.  .  . 


qui  donnent,  en  négligeant  m'^s-, 


L'équation  différentielle  en  u  peut  s'écrire 

a)  f'-^  *' 

j  j  av  u'' 


d}u  I  du       2  fcPu 


3  vn}  u!^ 

+  3  7^  7^  [3  cos(('— /)  +5cos(3c^  — 3/)]  =0. 
On  peut  remplacer  |^        +      par  ^  et  ne  considérer  que  l'argument 
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parce  que  le  coefficient  de  ç  y  est  voisin  de  i .  Dans  ces  conditions,  on  aura,  en 
considérant  u  et  u'  comme  constants, 


j   dv  lû 
u 


3  m'  ( 
3  m 


sin 


'  r  u''*  .  ,  ^  ,  '6  m!  a}  cos(i  — m)<' 
-  /  — T  sm(i  —  m)  ('  dv  —  —0—  -ji  ; 


+  u 


3  m'        .    ,         ,^du      /  3     q\  m'  a 


7^  COS(l  —  m)  ('  : 


^  est  de  l'ordre  de  e;  donc  le  premier  terme  du  second  membre  peut  être  né- 
gligé devant  le  dernier,  et  il  vient  simplement 


dv' 


10  m  a* 

-H  M  —  .77-,  ces  (  1  —  m  )  V 

s  h-  a'* 


—  cos  (i  —  m) 


Sa  a' 


On  tiendra  compte  du  second  membre  en  posant 


X  -h  . . .  +  H    cos  ( I  —  m )  p  -h . . .  1  ; 

a'  J 


en  substituant  dans  l'équation  différentielle,  il  vient 


H[i-(i-m)^]=-^ 


H 


16 


a 


I  + 


(48) 

On  aura  ensuite 


1 5m  a 


16  a 


7  COS  (l  —  m)  ('  + 


=  -[1  +  ...+    g-  ^cos(i-m).  +  ...J 
d'où,  en  ne  gardant  que  la  partie  principale, 


a        ,  ,  n 

1  ~  -^cos(i- m)  ('  +  .  .  .  I, 


dl       I  r  i5m  a       .  . 

—      -    i  +  .  .  .H  -,  cos(i  —  m)  V 

dv      n\  8  a' 


(49) 
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/i^  +  X  =  +  77  ;  sin  ( I  —  m)  ('  4- . .  . 

81  —  ma 

i5      a   .  , 

p  =     H-  X  4- . . .  ^  w  -7  sm  (  p  —  p'  )  +  . . .  . 

O  Cl 


Telle  est  l'inégalité  cherchée;  elle  est  du  troisième  ordre  parce  que  m  est  du 
premier  et  -,  du  deuxième.  Sa  période  est  un  mois  lunaire;  son  coefficient  doit 
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être  un  peu  modifié  par  les  approximations  ultérieures,  et,  comme  on  le  verra 
plus  tard,  il  faut  le  multiplier  par  t  -  2v,  v  désignant  le  rapport  de  la  masse  de 
la  L  une  à  celle  de  la  Terre.  On  le  trouve  finalement  égal  à  i25",5.  Inversement, 
si  l'on  arrive  à  le  déterminer  par  les  observations,  on  pourra  en  conclure  la 
valeur  du  rapport  et,  en  faisant  intervenir  la  parallaxe  de  la  Lune,  qui  est 
bien  connue,  on  en  déduira  la  parallaxe  du  Soleil;  ce  procédé,  proposé  d'abord 
par  Mayer,  a  été  souvent  appliqué.  Laplace  a  trouvé  ainsi  8", 6,  Hansen  8^,92  et 
Stone  8",  86  pour  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  moyenne  du  Soleil  [voir, 
pour  plus  de  détails,  mon  Mémoire  Sur  la  parallaxe  du  Soleil  (Annales  de  fOb- 
servaloire  de  Paris,  t.  XVI)]. 

55.  Pour  résoudre  les  équations  dont  dépendent  les  coefficients  jl^^'  et  aft^^', 
Laplace  a  emprunté  aux  observations  les  valeurs  de  m,  e'^  valeur  de  e'  en  1750, 
y,  c  et  g,  et  enfin  du  coefficient  de  sin(c(^  —  dans  nt.  Il  a  pu  ainsi  détermi- 
ner c  et  ^  par  la  théorie,  au  moyen  des  deux  équations  séparées  dont  nous 
avons  parlé  aux  n°*  51  et  52;  il  a  trouvé  des  valeurs  qui  ne  diffèrent  des  véri- 
tables que  d'environ  Il  convient  d'observer  que  sa  théorie  est  analy- 
tique (*)  pour  ce  qui  concerne  les  puissances  de  e,  é,  y  et  ~  et  numérique 
pour  m.  Il  a  évité  avec  soin  les  développements  analytiques  suivant  les  puis- 
sances de  m,  parce  qu'il  avait  constaté  que  leur  convergence  était  très  faible. 
C'est  ainsi  qu'il  a  représenté  par  —  (p  -v-  qc'")  le  coefficient  de  ecos{cv  —  cr) 
dans  l'équation  (A)  et  par  q"e'''  celui  de  y  sin(«v  —  0)  dans  l'équation  (B), 
et  qu'il  a  déterminé  les  valeurs  numériques  de  p,  q,  p"  et  q" .  On  trouve,  en 
effet,  pour  les  équations  séculaires  du  périgée  et  du  nœud, 

au  lieu  de 

I         (e'2  _  e'^)  dv     et     -  |     J{e'^-  e',')  dv  ; 

on  voit  que  le  terme  en  apporte  une  correction  considérable  à  l'équation 
séculaire  du  périgée. 

Mayer  avait  constaté  par  l'observation,  dans  la  longitude  de  la  Lune,  l'exis- 
tence d'une  petite  inégalité  ayant  pour  période  celle  de  la  révolution  du  nœud 


(1)  Pas  complètement,  car  les  coefficients  X-  et  il'o  doivent  contenir  aussi  des  puissances  paires 
de  e  et  y- 


LAPLACE,   DAMOISEAU  ET  PLANA.  III 

de  la  Lune.  Laplace  en  a  trouvé  la  cause  théorique  :  elle  provient  de  l'aplatis- 
sement de  la  Terre,  si  bien  qu'on  peut  déterminer  par  cette  voie  l'aplatisse- 
ment. 11  a  prouvé,  en  outre,  que  cet  aplatissement  produit  aussi  dans  la  latitude 
de  la  Lune  une  inégalité  sensible.  Nous  expliquerons  très  simplement  le  calcul 
de  ces  inégalités  dans  le  Chapitre  IX. 

56.  Théorie  de  Damoiseau.  —  L'Académie  des  Sciences  ayant  proposé 
pour  sujet  du  prix  qu'elle  devait  décerner  en  1820  la  formation  de  Tables  lu- 
naires uniquement  fondées  sur  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle,  deux 
pièces  furent  envoyées  au  concours,  l'une  par  Damoiseau,  l'autre  par  Plana  et 
Carlini;  elles  ont  servi  de  base  à  deux  théories  de  la  Lune  dont  nous  allons 
parler  un  peu,  celle  de  Damoiseau  et  celle  de  Plana.  La  méthode  suivie  dans  le 
premier  de  ces  Ouvrages  est  exactement  celle  de  Laplace,  avec  plus  d'étendue 
dans  la  liste  des  inégalités  et  plus  d'uniformité  dans  les  calculs.  Damoiseau  pose 
immédiatement 

u  =  Uo-i-§u,       s  =  y  Sïn{g-i' —  d)  +  ds, 
&  =  ±:  a(c(^  —      ±  a'{c'mç  ~  m'  )  ±:    {gv  —  Q)  ±:  a     —  mç)  ; 

désigne  la  partie  elliptique,  dans  laquelle  on  a  conservé  les  quantités  du 
sixième  ordre.  Il  y  a  quatre-vingt-cinq  coefficients  autant  de  g'^^  et  trente- 
sept  ift,^^^  On  calcule  les  expressions  de  lï  et  de  en  fonction  de  ç  et  des  coeffi- 
cients e^P^;  on  substitue  dans  les  trois  équations  différentielles,  et,  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  des  divers  sinus  ou  cosinus,  on  forme  les  deux  cent  sept  équa- 
tions propres  à  déterminer  les  inconnues;  il  y  en  a  même  encore  deux  à  l'aide 
desquelles  on  calcule  c  et  g.  C'est  peut-être  l'application  la  plus  importante  qui 
ait  jamais  été  faite  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Les  équations 
sont  résolues  numériquement,  par  des  approximations  successives,  après  qu'on 
a  substitué,  pour  m,  c,  g,  e,  é ,  y,       leurs  valeurs.  Enfin,  Damoiseau  renverse 

la  série  qui  donne  i  et  exprime  la  longitude  vraie  v  à  l'aide  des  quatre  argu- 
ments : 

Notât.  Dam.     Notât.  Hansen. 

Anomalie  moyenne  de  la  Lune                                               x  o- 

Anomalie  moyenne  du  Soleil   z 

Longitude  moyenne  de  la  Lune  moins  celle  du  Soleil                    t  g- _  g' -f,  ^  —  w' 

Longitude  moyenne  de  la  Lune  moins  celle  du  nœud                    y  g  +  ^ 
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Pour  qu'on  puisse  se  faire  une  idée  exacte  de  la  valeur  de  la  théorie  de  Da- 
moiseau, j'ai  donné  dans  les  Tableaux  ci-dessous  la  comparaison  des  coefficients 
des  sinus  des  divers  arguments,  dans  l'expression  de  la  longitude,  obtenus  par 
Hansen  et  Damoiseau.  J'ai  emprunté  les  coefficients  de  Hansen  à  un  Mémoire 
de  M.  Newcomb  :  A  Transformation  of  Hansen' s  lujmr  Theory  compared  wilh  the 
Theory  of  Delaunay .  \jd.  colonne  H.  —  T.  se  rapporte  aux  Tables  publiées  par 
Damoiseau  en  1828  avec  des  coefficients  rectifiés. 

Relativement  à  la  convergence  des  séries,  elle  est  un  peu  plus  grande  dans 
l'expression  de  la  longitude  moyenne  en  fonction  de  la  longitude  vraie  que  dans 
l'expression  inverse;  mais  la  différence  n'est  pas  très  grande. 

g  et  g'  désignent  les  anomalies  moyennes  de  la  Lune  et  du  Soleil,  w  et  co' 
les  distances  des  périgées  au  nœud  lunaire.  On  a  inscrit  seulement  les  coef- 
ficients des  sinus  des  multiples  des  angles  w,  w  ,  ^  et  g' . 


Arguments. 

Hansen. 

H.  —  Da. 

H.  T. 

H.- 

Pl. 

H.  —  Po. 

H.-D. 

// 

+22640,  i5 

+0,45 

+0,45 

— 0 

48 

H-o, 45 

0,00 

-+-2-1-0 

+  769,06 

+0,34 

-!-0,26 

— 0 

42 

—0,47 

— 0,06 

-i-3-ho 

-H      36, i3 

—0,81 

hOjOJ 

— 0 

59 

—0,59 

— o,o3 

-+-4+0 

^  1,94 

—  0 ,  o5 

 0  , 16 

— 0 

,06 

— o,o5 

— 0,02 

-i-54-O 

-1-  0,11 

0,00 

-1-0,01 

— 0 

,01 

» 

— 0,01 

—3-1 

-1-  o,5ô 

H-o, 16 

-HO,  i5 

H-o 

19 

-HO, 19 

H-o,o3 

—  2-1 

H-  7,67 

0,00 

+0,07 

-HO 

,33 

H-O, 34 

H-o,o5 

—  I  —  1 

-4-  109,92 

^-o,65 

H-o, 52 

—  I 

,18* 

H-o,o3 

H-o, l3 

0—1 

-t-  669,8') 

-3,85 

-3,15 

-^- 1 

,21 

-HO, 92 

H-o ,28 

I  —  I 

-+-  l48,()2 

H-o ,28 

-HO ,02 

— 0 

,04* 

-i-0,33 

-HO, 56 

2 — I 

^  9,7'^ 

—  0,02 

-0  ,08 

H-o 

,08 

H-o, 07 

H-o, l3 

3-1 

-1-  0,67 

-4-0,  10 

H-O, 17 

H-O 

,3i 

H-o,3i 

H-o,o4 

 1-  -2 

-H        I  ,  18 
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On  a  laissé  de  côté  tous  les  coefficients  qui,  chez  Hansen,  sont  inférieurs 
à  o",  I.  On  voit  que  les  différences  Hansen  —  Damoiseau  sont  généralement 
faibles;  il  n'y  en  a  que  quatre  qui  laissent  beaucoup  à  désirer,  étant  égales  à 
—  3",  85,  —  3",o5,  —  2^,95,  -h  2",4i  ('  )•  En  somme,  la  théorie  de  Damoiseau  a 
fait  faire  un  progrès  énorme  aux  Tables  lunaires  et  n'a  pas  exigé,  après  tout, 
des  calculs  par  trop  longs  et  compliqués.  Sa  méthode  est,  comme  nous  l'avons 
dit,  celle  de  la  Mécanique  céleste;  il  est  bon  de  citer  à  ce  sujet  ces  quelques 
mots  de  Laplace  (-)  :  «  Cette  méthode  me  paraît  devoir  donner  les  approxima- 
tions les  plus  convergentes.  En  effet,  les  forces  perturbatrices  se  présentent 
sous  cette  forme  (forme  procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples 
de  la  longitude  vraie)  ou  du  moins  elles  y  sont  facilement  réductibles;  pour  les 
réduire  à  une  autre  forme,  par  exemple  à  des  séries  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  croissant  proportionnellement  au  temps,  il  faudrait,  à  cause  des  iné- 
galités considérables  du  mouvement  lunaire  provenant  soit  de  sa  partie  ellip- 
tique, soit  des  perturbations,  porter  fort  loin  les  approximations,  ce  qui  com- 
pliquerait l'analyse  et  rendrait  les  approximations  moins  convergentes.  » 

57.  Théorie  de  Plana.  —  Elle  est  développée  dans  trois  énormes  volumes 
in-folio.  C'est  encore  la  longitude  vraie  qui  est  prise  pour  variable  indépen- 
dante; les  équations  différentielles  sont  celles  de  Laplace.  Tous  les  calculs  sont 
analytiques,  et  les  coefficients  ^i>^'",  ail,''",  g'''*,  que  Laplace  et  Damoiseau  calcu- 
laient numériquement,  sont  développés  suivant  les  puissances  de  m.  Plana  ne 
détermine  pas  tout  d'un  coup  les  expressions  de  11,  s  et  de  nt  en  fonction  de  v; 
il  divise  le  travail  en  plusieurs  parties,  détermine  d'abord  u  et  s,  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut,  en  négligeant  le  troisième  ordre,  en  conclut  nt,  puis  u' 
et  Il  revient  aux  équations  différentielles,  qu'il  intègre  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés,  en  ne  négligeant  plus  que  le  quatrième  ordre  dans 
u  et  s\  il  détermine  ensuite  nt,  et  ainsi  de  suite.  C'est  moins  simple  et  plus  dif- 
ficile à  suivre  que  chez  Damoiseau;  au  fond,  c'est  la  même  chose,  sauf  la  diffé- 


(1)  Elles  se  réduisent  à  —  3",  i5,  — 1",64,  —  3",  33,  -4-  o",o8  pour  les  Tables  de  Damoiseau.  L'écart 
de  3",  3  disparaît  si  l'on  prend  pour  l'équation  parallactique  le  coefficient  primitif  de  Hansen  {—11%",  o) 
que  M.  Newcomb  a  porté  à  —  i25",43  par  une  réduction  spéciale. 

(2)  Siu^  le  perfectionnement  de  la  Théorie  et  des  Tables  lunaires  {Additions  à  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i823). 
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rence  signalée  plus  haut.  La  réduction  des  coefficients  en  séries  procédant 
suivant  les  puissances  de  m  a  ses  avantages  et  ses  inconvénients.  Plana  l'avait 
bien  compris,  car  il  dit  dans  la  Préface  de  son  grand  Ouvrage  : 

«  Les  théories  de  la  Lune  publiées  jusqu'ici  n'offrent  pas  une  expression  lit- 
térale et  explicite  des  trois  coordonnées;  elles  portent  toutes  le  caractère  d'une 
solution  qu'on  pourrait  appeler  mixte,  en  réfléchissant  qu'on  y  procède  par  des 
opérations  algébriques  entrelacées  avec  des  opérations  arithmétiques  où  les 
quantités  numériques  absolues  se  trouvent  enveloppées  avec  les  valeurs  spé- 
ciales des  constantes  arbitraires....  Un  moyen  que  nous  avons  employé  pour 
soustraire  notre  théorie  à  l'influence  de  ces  erreurs  faciles  à  commettre  dans 
une  recherche  aussi  compliquée  fut  celui  de  développer  sans  cesse  les  divi- 
seurs qui  naissent  de  l'intégration  et  d'arrêter  les  produits  des  différentes  fonc- 
tions là  où  les  termes  subséquents  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  celui  que 
l'on  considère.  Alors  on  peut  effectivement  sommer  un  fort  grand  nombre  de 
termes  de  la  même  espèce  et,  par  là,  diminuer  la  complication.  Mais  il  est  pos- 
sible que  l'application  trop  réitérée  d'un  tel  principe  ait  en  lui-même  l'incon- 
vénient de  diminuer  la  convergence  des  séries.  Sur  cela,  nous  n'avons  rien  à 
opposer.  Nous  accorderons  sans  peine  qu'il  est  possible  de  présenter  les  coeffi- 
cients des  inégalités  lunaires  par  des  fonctions  des  éléments  sous  une  forme 

différente  de  la  nôtre,  qui  aurait  l'avantage  de  les  rendre  plus  convergents  

Jl  faut  avouer  qu'il  est  très  difficile  de  réaliser  avec  succès  une  belle  conception 
dans  la  théorie  de  la  Lune.  La  complication  inhérente  aux  formes  qui  conservent 
les  signes  d'opérations  non  exécutées  deviendrait  bientôt  un  obstacle  insurmon- 
table pour  une  solution  littérale  telle  que  nous  la  voulions  La  forme  que 

nous  avons  adoptée  permet  du  moins  d'atteindre  lentement  cette  limite.  » 

Laplace  dit  de  son  côté  (^Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1823)  : 

«...  Les  auteurs  de  la  seconde  pièce  (Plana  et  Carlini)  ont  réduit  leurs  ex- 
pressions en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  du  rap- 
port du  mouvement  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune,  rapport  moindre  qu'un  dou- 
zième. L'Analyse  ne  présente  pas  ces  expressions  sous  cette  forme  ;  elle  conduit 
à  des  équations  dans  lesquelles  les  quantités  cherchées  sont  entremêlées  et 
affectées  de  divers  diviseurs.  Pour  les  réduire  à  la  forme  de  séries,  il  faut  élimi- 
ner ces  quantités  et  réduire  en  séries  les  diviseurs  des  divers  termes  de  leurs 
expressions.  On  conçoit  que  cela  doit  conduire  à  des  séries  peu  convergentes, 
et  qu'il  faut  beaucoup  prolonger  pour  obtenir  le  même  degré  de  précision  que 
donne  la  méthode  employée  dans  la  Mécanique  céleste.  » 

Voici,  en  outre,  ce  que  dit  Poisson  dans  son  Mémoire  sur  le  mouvement  de  la 
Lune  autour  de  la  Terre  : 

«  ...  Dans  \di  Mécanique  céleste,  les  coefficients  des  inégalités  lunaires  sont 
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liés,  en  partie,  les  uns  aux  autres,  par  des  équations  linéaires  dont  l'illustre 
auteur  a  seulement  donné  la  résolution  numérique.  M.  Damoiseau  a  suivi  le 
même  procédé,  en  poussant  les  approximations  beaucoup  au  delà  du  terme 
auquel  Laplace  s'était  arrêté.  M.  Plana,  au  contraire,  exprime  explicitement 
chaque  coefficient  en  série  ordonnée  suivant  les  différents  ordres  des  quantités 
que  l'on  considère  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  en  sorte  qu'il  ne  reste  plus 
qu'à  substituer  dans  ces  séries  les  valeurs  des  éléments  elliptiques  de  la  Lune 
et  du  Soleil  pour  en  déduire  la  valeur  numérique  de  chaque  coefficient.  Cette 
seconde  solution  est  plus  laborieuse  que  la  première,  mais  elle  a  l'avantage 
d'être  plus  complète,  en  la  considérant  comme  une  solution  analytique  et  géné- 
rale du  problème,  puisqu'elle  suppose  seulement  les  constantes  arbitraires 
assez  petites  pour  la  convergence  des  séries.  Peut-être,  sans  ôter  à  cette  solu- 
tion son  caractère  particulier,  aurait-on  pu  la  rendre  plus  simple  et  les  séries 
plus  convergentes,  en  évitant  de  développer,  comme  le  fait  M.  Plana,  les  déno- 
minateurs de  leurs  différents  termes  résultant  des  intégrations  successives.  » 

Nous  avons  beaucoup  insisté  sur  ce  point,  parce  qu'il  est  capital  dans  la 
théorie  de  la  Lune;  nous  y  reviendrons  encore  en  parlant  des  travaux  de 
MM.  Delaunay,  Hill  et  Adams.  Le  Tableau  des  pages  112  à  ii5  contient  les 
différences  Hansen  —  Plana;  on  a  marqué  d'un  astérisque  celles  que  de  Pon- 
técoulant  déclare  avoir  reconnues  fautives  en  revoyant  les  calculs  de  Plana.  On 
voit  que,  en  somme,  la  théorie  de  Plana  n'est  pas  de  beaucoup  supérieure  à 
celle  de  Damoiseau.  Il  y  a  d'ailleurs  quelques  différences  susceptibles  d'être 
expliquées  par  les  valeurs  différentes  adoptées  pour  les  constantes  numériques, 
notamment  pour  la  parallaxe  du  Soleil. 

En  admettant  que  les  nombres  de  Hansen  soient  rigoureusement  exacts,  on 
trouve  dans  Plana  dix-sept  coefficients  erronés  de  plus  de  o",  8,  tandis  qu'il  n'y  en 
a  que  neuf  chez  Damoiseau;  de  même,  le  premier  astronome  a  treize  erreurs 
comprises  entre  o",5  et  o",8,  tandis  que  le  second  n'en  a  que  sept.  L'avantage 
paraît  donc  être  du  côté  de  Damoiseau,  et  c'est  encore  plus  remarquable  quand 
on  compare  son  unique  Volume  aux  trois  gros  in-folio  de  Plana. 
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58.  Nous  allons  rendre  compte  d'un  Mémoire  intéressant  de  M.  Gyldén,  inti- 
tulé :  Die  intermédiare  Bahn  des  Mondes  (Acta  mathematica,  7  :  2),  en  y  appor- 
tant quelques  simplifications  et  des  compléments  utiles,  comme  nous  l'avons 
montré  dans  un  travail  inséré  au  tome  II  des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse.  Nous  n'avons  pas  cru  devoir  introduire,  avec  M.  Gyldén,  les  fonc- 
tions elliptiques,  qui  ne  nous  ont  pas  paru  indispensables.  Ce  sujet  peut  être 
rattaché  très  directement  à  la  théorie  de  Laplace,  et  c'est  pour  cette  raison  que 
nous  allons  le  traiter  immédiatement,  bien  que,  dans  l'ordre  historique,  il 
dût  venir  plus  tard. 

M.  Gyldén  part  des  équations  différentielles  (4)  et  (5)  du  Chapitre  précé- 
dent et  il  y  prend  les  termes  les  plus  importants,  de  manière  cependant  à  pou- 
voir intégrer  rigoureusement  et  à  obtenir  une  solution  approchée,  mais  bien 
plus  précise  que  celle  du  mouvement  elliptique,  quelque  chose  à' intermédiaire 
entre  ce  dernier  et  le  mouvement  réel.  Dans  ce  but,  il  conserve  les  termes  en 

^  et  ^  dès  la  première  approximation.  On  peut  négliger  le  dernier  terme  de 

l'équation  (5),  celui  qui  contient  une  intégrale,  et  remplacer,  dans  les  autres, 

ç  et  y^Y'  respectivement  par  -5       mv,         ?  ce  qui  donne 

(  A  )     —,  nv^  sin  (•2V  —  imv)  — \-  s\  iH — -  h —      ces  (2ç  —  2  mv)    =  o. 

^    '      dv-      2  '  d^>        \_       2  2  'J 

On  est  ainsi  conduit,  pour  déterminer  une  valeur  très  approchée  de  s,  à  une 
équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre,  dont  les  coefficients  sont  des 

fonctions  périodiques  de  la  variable  indépendante,  la  période  étant  7-37^'  Or 
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ces  équations  ont  été  l'objet  de  beaux  travaux  de  M.  Emile  Picard  (*)  (dans  le 
cas  le  plus  général  où  les  coefficients  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques) et  de  M.  Floquet  (-),  de  sorte  que  nous  pouvons  bénéficier  de  ces  pro- 
grès récents  de  l'Analyse.  Il  y  a  lieu  de  ramener  l'équation  (A)  à  la  forme  cano- 
nique adoptée  par  M.  Gyldén  et  par  M.  Lindstedt;  on  pose 


SUdf 


OÙ  E  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens  et  H  une  fonction  inconnue 
de  V  que  l'on  détermine  par  la  condition  que  l'équation  différentielle  relative 

à  z  ne  contienne  pas  de  second  terme  en       On  trouve,  en  faisant  X  —  2(1  —  m), 


+  fi  +  -  -  m^cosAr  +  H^- -mmsinlv -+^~\ z=:o■ 


on  pose 


d'où 


3 

H  =  7      sinA  r, 
4 


/3  3 
H  cW  =—7   cosÀp  —  —  5        +  m)  cosX<^  — 
42  —  2  m  8 


d'z        r  3 
(B)  ^+-'1^ 


(C) 


\  —  2  —  2  m  : 


on  a  conservé  dans  cette  équation  tous  les  termes  en  et  négligé  les  termes 
en  m'' . 

59.  Equation  différentielle  simplifiée  pour  u.  —  Dans  l'équation  (4),  on 
pose 

«=   11=   (1  +  ^^)     ^  =  1  s-,  —  —  ,7ï2  . 

a  a'  2  a'*' 


(1)  Voir  lo  Cours  cl  Analyse  de  M.  C.  Jordan,  t.  III,  p.  274. 

(2)  Annales  de  V École  Normale;  i883. 
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il  vient  ainsi 

-y^^  -H  p  +  I  —  y-  +  -5-+  -m^\  [i  +  3  cos(2r  —  2<^'  ] 

3     „(i  +  p'f  dp  .  . 

■  m^-  -y-sin(2(-' —  2P') 

2       (r  +  p)*  t/c 

—  3        I  +  p  H-  -i-Ç     /   !--7- sm(2i' —  2<'')(i(' =  o. 

Le  terme  constant  i  —  est  du  second  ordre,  comme  on  le  voit  par  la  for- 
mule (21)  du  Chapitre  précédent;  ^  devant  désigner  la  partie  non  périodique 
de  u,  on  peut  faire  abstraction  du  terme  constant  en  question.  On  développe 
suivant  les  puissances  de  p  et  de  p'  et  l'on  remplace  m-  (^i  -\-  p  4-        par  m^ 

car  ^ -h  p  est  du  second  ordre.  Il  vient  ainsi 

d^p  3,3,.,  ,.dù 

-T-T  +  P  +  -S'  m- 'àmiiv  —  -i- 

dv^      ^11  dç 

(0  {  +  ^m2(n- 3p'— 3p)  [t  +  3  cos(2r  —  2P')] 

—  3??i^J^ (i  +  3p'—  4p  +  lop^)  sin(2('  —  2ç')  dv  —  o. 

Il  semble  qu'on  aurait  dû  omettre,  comme  étant  du  quatrième  ordre,  le 

terme  —  dom^J' sin(2Ç'  —  n'')dv,  on  verra  cependant  plus  loin  qu'il  donne 

une  inégalité  du  troisième  ordre  qui  doit  être  conservée.  La  formule  (19)  du 
Chapitre  précédent  donne  ensuite 

(.-'=  mç  +  2e'  sin  (/nr  —  m')  -+■...  , 

d'où 

sin  (2(^  —  2P')  ==  sinlv  —  2e'  sm{lv  mç  —  w')  2e'  sm{lv  —  mv  -i-  w'), 
cos{2v  —  2ç')  =  coslv  —  2e'cos(Ar  -^-  mç  —  rn')  +  2e'cos(ÀP  —  nn>  +  gj'). 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  qu'on  remplace  en  même 
temps  p'  par  e'cos(/72P  —  cr'),  on  trouve 

_  -      irnlv  ^  -i-  p(  1  —  -  m^—  -  ni^  cos>i<A  +  -  5^  +  -  m^-\-  -  in^  cosX<' 
dv^      2  dv      ^  \       2  2  )      2        2  2 

—  3/?i-e'cos  [(A  +  m)  v  —  m']  h-  "inx^e'  cos  [(A  —  m)  c  +  ro'] 

H-  -  mP- e' zç>'A{mv  —  w')  (1  +  3  cosAt^  —  ^m^J" sinAp  c/p  +  ^ni^'e'  J sin  [(>  +  m)  v  —  is' 

—  Gm^e'J' sin  [{1  —  m)  ç ^' ]  dv  —  g     e' sinAc  cos(m(' —  ro')  c/c 
-i~\2m^J p  sinAr —  3of7i^J' p^  sinA('  t/c 
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OU  bien,  en  effectuant  les  intégrations  que  l'on  peut  faire  immédiatement  et 
réduisant, 


(2)  { 


d^P      5    ^  .  .    dp        [      3  0 

+  ^ H- -  "î'^  +  (?>m^-^  cosAc  +-m^e'cos(/;ii'  — cj') 

2  2  \^  2       y  2  \  / 

—  ^  m^e'  cos  [(>.     m)v  —  -G^')  -h  —  m'-e'  cos  [(>.  —  m)  v  +  cj'] 


M.  Andoyer  {Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  177)  a  proposé  de  différentier 
cette  équation  pour  faire  disparaître  l'intégrale J ^ûnXvdv.  On  serait  conduit 
ainsi,  sauf  le  petit  terme  correctif  ~  ?>om'^  Jf-  s\n\v  dv,  à  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  du  troisième  ordre,  à  coefficients  périodiques.  La  forme  de 
l'intégrale  générale  est  connue,  d'après  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Floquet.  On 
pourrait  ensuite  déterminer  les  constantes  par  la  méthode  des  coefficients  in- 
déterminés, sauf  à  vérifier  aussi  l'équation  (2).  Mais  il  est  plus  simple  d'avoir 
recours  au  procédé  suivant,  employé  d'abord  par  Lagrange  {Œuvres,  t.  I, 
p.  644-^^45)  et  généralisé  par  M.  Gyldén  : 

On  peut  écrire 

j^psinAc  dv  ^-J^-l^mlvdv  4- ^(^^  +      sin Ap  ^r. 
Or  on  trouve,  en  intégrant  deux  fois  par  parties, 

J sinlç  dv -=  ^èinlv  —  Ip  co&lv —  l-j^ psinli  dv, 
et  il  en  résulte 

fp  sin  A  .  d.  -  ^  I  sin     -  ^  P  cos  A  r  -  ^  +  p)  sin  A  .  d.. 

Dans  le  dernier  terme,  on  peut  remplacer  ^^^^  par  ^,  et  finalement  l'équa- 
tion (2)  devient 


T.  -  m.  ,6 
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en  posant,  pour  abréger, 

[]——'^s-—  -  m"-  —  (s  m- -h  cosA(^ 

—  -  m-e'  cos  (jnv  —  gt')  +  -  f7i'-e'  cos  [(A  +  m)  <'  —  cr']  —  —  m'-e'  ces  [(X  —  w)  p  +  gt 

2  2  2 

On  est  donc  ainsi  conduit,  pour  déterminer  p,  à  une  équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients  périodiques,  avec  second  membre;  on 
devra,  bien  entendu,  remplacer,  dans  U,  s  par  sa  valeur  résultant  de  l'intégra- 
tion de  l'équation  (B). 

Pour  ramener  l'équation  (D)  à  la  forme  canonique  adoptée,  nous  ferons 

(  4  )  p  =  Zt,  , 

ce  qui  nous  donnera,  avec  la  même  approximation. 

On  aurait  dû  mettre  dans  le  second  membre,  au  lieu  de  U, 

—  (  -  m-—  \  fsinXi'dt' 

UE  ; 

mais,  en  réduisant  l'exponentielle  à  l'unité,  cela  revient  à  négliger  dans  U  les 
quantités  du  quatrième  ordre,  ce  que  nous  avons  déjà  fait.  La  formule  (4) 
donne  d'ailleurs 

(  -  /n-+  -  /hM  —   -  m  ■-+  — 111^    cos  If 

p  =  5E  =  ~.r!i 

OU  bien 

(F)  p        f  i  +  (I         ^        cosXi^]  . 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  intégrer  les  équations  (E)  et  (B). 
60.  Intégration  de  l'équation  (B).  —  Elle  est  de  la  forme 

(5)  +  .-[(72+2acos(X('  +  (3)]=.  o, 

où  (/,  X,  a  et  P  désignent  des  constantes. 
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On  a  vu  dans  le  Chapitre  I  que  l'intégrale  générale  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(6)  Z  =  ^-niCOS{w       Ù'),  W 


[i.  est  déterminé  par  une  équation  transcendante  en  fonction  de  q,  a  et  [j.;  les 
rapports  —  s'expriment  au  moyen  des  mêmes  quantités,  de  sorte  que  l'expres- 
sion  de  z  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  y]o  et  ^.  Le  résultat  précé- 
dent est  tout  à  fait  rigoureux.  Lorsque  le  rapport  -  est  petit,  on  peut  dévelop- 
per  les  résultats  suivant  les  puissances  de  a  en  séries  très  convergentes.  Voici 
la  valeur  de  z,  en  ne  négligeant  que 

I  J  =  Y]o  COSWP  4-  ^  U— — cos(w +  +  S)  +  ^-^^^ — cos(w  —  lç  —  &)\ 
l  A    l/.-h  2q  '         k  —  iq  '  J 


3  3 
cf-—i-\  m},  =  2(1  —  m),        a  =  - 


Quant  à  la  valeur  de  \x,  elle  est,  aux  quantités  près  du  sixième  ordre, 
Pour  appliquer  ces  résultats  à  l'équation  (B),  il  suffit  de  faire 
On  en  conclut 

^  =  I  +  ^      +  .  .  .  , 

"K  —  iq  =  —  im      +  \  m  -\- .  .  ^  , 
[^q-=— ^in(^\  +  )  m  ■+- .  .  . 


Les  diviseurs        2^  et     —  lyq-  sont  petits  et,  par  suite,  importants  à  con- 
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sidérer;  les  formules  (7)  et  (8)  pourront  être  réduites  à 


z  =     cosw  -t-  ^ 


A  H-  2^ 


cos(w  4-  At^)  H-        —  cos  — 

^  A  —  2  ^  J 


et  elles  donneront 


m'  — 

^  1=  -/lo  COSMf  -1-  ~  m^rio  COS((^H-  li')  —  ^  m  (  1  —  ^  m)  Y]oCOS(Mr^— 
10  o     \       4  / 

Nous  ne  conserverons  que  les  termes  du  second  ordre;  dans  ces  conditions, 
la  formule  (C)  donnera  s  =  z;  enfin,  pour  nous  conformer  aux  notations  usi- 
tées, nous  ferons 

F-  =  êr,      ^  =  —  7  —  90%      -00  =  k, 

et  nous  trouverons 

3 

(G)  s  =  k  sin(^<'  —  y)  +  ^  mk  sin  [( 2  —  ^  —  2 m)  c  +  y], 

(H)  g  =  1  +  ^m- — -^m^. 

On  voit  que  la  méthode  d'intégration  nous  a  conduits  d'une  manière  simple 
et  nécessaire  à  la  forme  ks'm(g{^  —  y)  qui  sert  de  base  aux  approximations  de- 
vant faire  connaître  s;  la  valeur  elliptique  s  =  ks\n(v  —  y)  ne  pourrait  pas 
remplir  ce  but.  Quand  on  compare  la  valeur  (H)  de  g  à  celle  que  fournit  une 
théorie  plus  complète,  celle  de  Delaunay  par  exemple,  on  voit  que  les  termes 
en       et       sont  exacts  et  que  la  formule  (H)  donne  la  valeur  de  ^  —  i  à 

^  près  environ. 

61.  Intégration  de  l'équation  (E).  —  Nous  nous  proposons  d'abord  d'ob- 
tenir dans  p  seulement  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre,  comme  nous 
l'avons  fait  pour  ^.  Si  nous  faisons  d'abord  abstraction  du  second  membre  U, 
nous  rentrerons  dans  le  type  (5)  en  posant 

(9)    q'^  —  i — ~ ''^^j        A  =  2(1  —  m),        a  —  —  ^      ^3 —  ^  ^  — ~^}'  ^~^''> 

les  formules  (7)  et  (8)  nous  donneront  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans 
second  membre.  On  a  vu  dans  le  Chapitre  I  comment  on  peut  tenir  compte 
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du  second  membre;  nous  ferons 


125 


IJ.  —  C,       w  —  cç  —  CT,       r]o  =  e, 
et  nous  aurons,  au  degré  d'approximation  dont  nous  nous  contentons, 

e  cos(c('  —  trr)  H-  ^  ,^   r  e  cos  ï(l  -h  c)  ç  —  gtI 

(10)  j  +  __^__ecos[(A-c)(^  +  sT] 

+  — 'VA/I  — ^- H  ^-)cosV/: 

Le  diviseur  \  —  iq  contient  m  en  facteur,  et,  par  suite,  est  petit,  tandis  que 
iq  est  voisin  de  4.  Le  coefficient  .         sera  donc  du  troisième  ordre  et 

t\  -\-  iq 

pourra  être  négligé;  on  trouve  d'ailleurs 


(2  —  lin)  lin  \\  — 

La  formule  (10)  donne  ainsi 


(12) 


i5 

p  =  ecos(c(^  —  cj)  +      me  cos  \{\  —  c)v  +  t^'\ 


Il  faut  maintenant  remplacer,  dans  l'expression  (3)  de  U,  ^  par  sa  valeur  (G); 
d'où  l'on  tire  aisément 

II  3  2 

^^2  cos(2g-(^-2y)  +  C0S[(A-2^)(^  +  2y]-  |m/f2cos>.(^; 


il  vient  ainsi 
(i3)  Uc 

(>4) 


U=:Uo+U,  +  U,, 

I  3  3 

^^'+  ^A:^  cos(2^r  —  2y)  —  Zin''Q,o%\v, 

-  nx'-e'  cos(m('  —  vs')  —      mk'^  cos  [(A  —  2  «■)  c  4-  2-/)] 
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Il  est  inutile  d'écrire  l'expression  de  Ua;  nous  nous  bornerons  à  dire  que  les 
coefficients  A/  de  ses  divers  termes  sont  du  troisième  ordre  et  que  les  facteurs 
Xi  de  ç  dans  leurs  arguments  sont  voisins  de  2.  Tenons  compte  d'abord  de  Uq-, 
nous  aurons  donc  à  prendre  successivement 

A,-  =  -  -  m'-  -  7  k\       V,-  =  0,  h  =  o; 

2  4 

3 

Ai'-=—  3m-,  Vi  =  >.<',  l,-—l-=:.2. 

La  formule  (12)  nous  donnera  ainsi 

I  n  =  —  -  m^—  j  k'^-h  e  cos{cç  —  gt)  -h      cosl^  ~  j  k^  cos(2^p  —  2 y) 
l  2         4  4 

(I)        /  + me  cos  [(X  —  c)  p  +  m], 


P 


Telle  est  l'expression  de  p,  en  ne  négligeant  que  des  inégalités  du  troisième 
ordre. 

Nous  allons  maintenant  procéder  au  calcul  de  la  valeur  (11)  de  c;  on  tire 
successivement  des  relations  (9) 

3    ,  /               /       I  —  \ 
(i5)  a  =— 7        2  4- m  +  24^  r;  ,  /    ,  > 


(16) 


3  ,r       0/     x/    8     52  ,  \"i 

c  =  —  y  mM  2  4-  m  H-  8  (i  —  m)      4-  2     +  "g"^^'"*"  '  '  /  J 

3  ,  /        43  224 
a  =  —  -r         ro  4-  -— -  m  H  m-  4-  . 

4  V  3  9 

225  /  43  632Q 

=     —T-         I  4-  ^     4   ni^  4- 

4         V        i5  900 

a}  225    -  /       247         4924'  , 


q".  Ç}}  —  fj^qi-)  32        \        60  36oo 

^  —  2À^4- 35^2^^  — 6o(?^  _  810000 
^'4^*(X^-<7-)(A^-4^')'  "~~  32768 


3  ,     225    ,     3741    ,  236780 

4  01  128  2048 


{17)  c  — 1 — jm-  —m"  '—TT  ni"  j~  m" 
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Delaunay  a  trouvé 

/  ox  3    ,     225    ,     4o7'    ,     205  4q3 

(  i  b  )  c  —  i  —  -j  m-  —  m'*  77  m*  m"  —  .... 

4  ^2  120  2040 

On  voit  donc  que  les  coefficients  de  m-  et  dans  (17)  sont  exacts,  et  l'on 
pouvait  répondre  a  priori  que  cela  devait  arriver;  mais,  en  comparant  les  coef- 
ficients de  et  dans  (17)  et  (18),  on  remarque  que,  si  ces  coefficients  ne 
sont  pas  les  mêmes,  ils  ne  diffèrent  pas  beaucoup  :  ainsi  l'erreur  relative  du 

coefficient  de  m"  est  —  et  celle  du  coefficient  de      est  —  •  Si  donc  on  calcule 

1 2  10 

la  valeur  numérique  de  c  en  partant  des  formules  (9)  et  (17),  on  devra  obte- 
nir une  grande  approximation.  Prenons  en  efl'et,  avec  Laplace,  m  —  0,074  8oi3, 
et  nous  trouverons  sans  peine 

A  ~i,  8508974,       log^  =  1 ,  998  1698,       loga- =  3,  346  9278, 

=.  —  o,  oo4  i326, 


—  2X*  H-  35).^^^  —  607^ 


0,000 I 178, 


\q'0('~q')0^'-W  ' 
c  — 0,991562,        I  —  c  =  0,008  438. 

La  valeur  exacte  de  i  c  est  0,008  4^2;  on  a  donc  le  moyen  mouvement  du 
périgée  à  de  sa  valeur  environ.  Si  l'on  ne  conservait  dans  la  formule  (17) 
que  les  termes  en  m-  et  en  m\  qui  sont  seuls  exacts,  on  n'aurait  i  -—  c  qu'à 

^  près.  On  ne  saurait  avoir  les  valeurs  complètes  des  termes     et      parce  que, 

3 

dans  l'équation  (E),  la  portion  1  —  -^m?  du  coefficient  de  p  demande  à  être 

complétée  par  des  termes  en  m\  ,  . . . ,  et  de  même  pour  le  reste  de  l'équa- 
tion. Toutefois,  la  comparaison  des  deux  valeurs  de  c  montre  que  les  termes 
ainsi  négligés  sont  relativement  peu  importants,  de  sorte  que  l'équation  (E) 
réalise,  sous  une  forme  simple,  une  approximation  déjà  assez  grande. 

L'une  des  grosses  difficultés  de  la  théorie  de  la  Lune  provient,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  du  peu  de  convergence  des  séries  développées  suivant  les 
puissances  de  m;  cet  inconvénient  se  manifeste  bien  dans  l'expression  (i8) 
de  c:  on  voit,  en  eff'et,  que  les  coefficients  vont  en  augmentant  dans  une  jiropor- 
tion  notable.  Ces  grands  coefficients  apparaissent  déjà  quand  on  passe  de  la 
formule  (i5)  à  la  formule  (16)  ;  ils  proviennent  du  développement  de  la  frac- 

3  _  8 4-  4 ^2  '  lequel  est  peu  convergent.  Il  semble  qu'il  y  ait  lieu  d'éviter 

ce  développement  ou  de  l'améliorer,  comme  l'ont  proposé  MM.  Hill  et  Adams, 
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en  posant  m  -=  ^  •  On  trouve  en  effet,  dans  cette  hypothèse,  au  lieu  de  (i8), 
la  série 

3  ,     T77    ,      i65q    ,  852o5 

c  —  I  —  -  mj  ~^ml  ^  m*  —  m;  —  .  .  .  , 

4  Ô1  120  2048  ' 

qui  converge  plus  rapidement. 

62.  Expression  de  t  en  fonction  de  v.  —  Nous  nous  proposons  d'obtenir  t 
en  conservant  toutes  les  inégalités  du  second  ordre.  On  verra  dans  un  moment 
que,  pour  atteindre  ce  but,  il  est  nécessaire  d'obtenir  u  non  seulement  avec  les 
inégalités  du  second  ordre,  mais  encore  avec  celles  du  troisième  ordre  dans 
l'argument  desquelles  le  coefficient  de  v  est  petit.  Or,  dans  l'expression  (i4) 
de  U,,  nous  avons  déjà  deux  termes  périodiques  du  troisième  ordre  de  la  forme 
voulue,  puisque  les  coefficients  de  v  sont  m  et  X  —  ig  =  ~  im  —  ^rn-  — . . . , 

quantités  du  premier  ordre.  Il  nous  reste  à  mettre  en  évidence  les  parties 
analogues  de  U^,  qui  seront  fournies  par  les  intégrales 


Jp^sinlvdç    et        (^^~ -\- s'inlç  dv. 

Nous  remplacerons  p  par  son  expression  (I)  et  nous  ne  garderons  dans 

et  ^  +  p  que  les  termes  du  second  ordre  dans  lesquels  le  coefficient  de  v  diffère 

très  peu  de  2,  de  sorte  que  la  multiplication  par  sinXç^  amène  des  termes  où  le 
coefficient  de  sera  très  petit.  Nous  trouverons  ainsi  que  nous  pourrons  nous 
borner  à 

—  -     cos(2  ce  —  2m), 
d^  0  3 

+pz:r  —  —  (i  —  4^-2)cOS(2^^^  —  2y)  —  ^^2C0S(2^('—  2y), 

sinlv  dv  =  ^  e-J' sin  [(>.  —  2c)  c  -i-  2m]dv  =       cos  [  (  >.  —  2c)  c  -1-  251] , 
f  dç=^k'j^sin  [(>;  -  2g)  V  +  2y  ]  dv  —         cos  [(A  -  2g)  v  +  2y]. 

L'expression  (i4)  de  U,  devient  ainsi,  après  réduction, 

3  10 

Ui  =  e'  cos{mç  —  nr'  )  +  -y-  me'^  cos  [(X  —  2c  )  p  +  257] 

2  4 

3 

4-  Yg  f^k^ cos  [{1  —  2g)  ç  -\-  2y], 


après  quoi  la  formule  (12)  donnera,  en  désignant  par  §p  les  termes  complémen- 
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taires  cherchés, 


I  ^P  =  —  -m^e'coi{mv  —  r^')  4-  -j-me''  cos[(A  —  2c)  2ror] 


(Il 


3 


cette  valeur  de     doit  être  ajoutée  à  l'expression  (J)  de  p. 

On  a  maintenant,  par  la  formule  (44)  du  Chapitre  précédent,  en  négligeant 
seulement  le  quatrième  ordre, 

d'oi^i,  en  remplaçant  w  et  par 


I  -h  p  +  ôp  /  P' 

■   5  ?i     ~- 

a  a' 


,    s         h  dt      ,  ^  r       3       r(i  -4-  p'V* 

^'9)        ^      =  (r-2p-2.5p  +  3p2)  1^1+  -  l__J^^.sin(2r-2<0^/(^ 

On  a,  d'après  (I)  et  (I,),  en  ne  conservant  que  ceux  des  termes  du  troisième 
ordre  dans  lesquels  le  coefficient  de  v  est  très  petit, 

'  .33  3 

I  —  2p  —  2(5p  +  3p"^  3=:  I  +  -    +  -        m^—  2e  cos  (c(^  —  ccr)  +  -     cos(2CP  —  im) 

4- ^     cos(2  o-p  —  iy)  —  2m2cosXp 
i5 

(20)  /   —  me  cos  [(A  —  c)    +  cj]  +  3m'2e'  cos  (me  —  gt') 

i5 

 ^-  me^  cos[(A  —  2c)    4-  2ct] 

o 

3 

—  ^  mk'^  cos  [(A  —  2^)  p  +  2y]. 


On  aura  ensuite 


/   ,  vsm(2P  —  2 

J   (i  +  P)^  ^ 

=^ (i  4-  3p' —  4p  -I-  lop^)  sin  (2  p  —  2  (^') 

= [i  4- 3e' cos  (me  —  gt')  —  4^cos(cf^  —  ctr) 

4- Q,o^{igv  —  iy)  ~  li^in''  cosAc  4-  5e^  cos (2 et'  —  2gj)] 
X  I  sinA^^  —  2e'  sin  [(A  4-  «i)  v  —  cr')]  4-  2e'  siii  [(A  —  m)    4-  gî']  { <i(' 

=z y sinAi^  +  ^  '^^y^ sin  [(A  —  ig)  v  4-  2y]  dv  +  ^  e-^ sin  [(A  —  2c)  v  4-  2ct]  t/t^; 
T.  -  III.  J7 
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d'où 

1  ■^^'"/^^^"''^^-"''* 

13  3 
(21)  {        =  1  — -j  m- coslç mk^  cos[{l  — -2 g)  V  ^ -iy] 

1  4  <5 

/  i5 

+  —  me- cos  [(A  —  2c)    +  2Gj]. 
\  0 

Les  formules  (19),  (20)  et  (21)  nous  donnent  enfin 

A  f^f.      I  +  -         -        /n^  —  2ecos(c(^  — cj)  +  -     cos(2CP  —  2ct) 
dç  2         2  2 

_l_  1  /f2  cos(2^('  —  2y)  —  ^  Jïi'  cosAv^  —  ^  A«e  cos  [(A  —  c)  r  +  gt] 

+  Sm^e'  cos(mt'  —  gî'). 
On  voit  que  deux  des  termes  du  troisième  ordre  se  sont  détruits  dans  l'expres- 
sion de  — •  Si  l'on  intègre,  il  vient,  au  second  ordre  près  inclusivement, 

dv  ° 

A   =  / 1  +  m^-i-  -e2+  -         _  2esin(cp  —  ro)  +  7     sin(2C(^  —  2cj) 
a-       \  22)  4 

\  +  -     sin(2^^' —  2y)  —  ^      sinXp  —      me  sin  [(A  —  c)  p  + 

+  3  me'  sin  (  mt^  —  gt'  ) . 

On  voit  que  le  terme  du  troisième  ordre  s'est  abaissé  au  second  par  l'inté- 
gration, à  cause  du  diviseur  m  \  on  comprend  ainsi  pourquoi  nous  avons  dû 
obtenir  celles  des  inégalités  de  p  qui,  étant  du  troisième  ordre,  avaient  un  très 
petit  coefficient  de  v. 

On  doit  poser 

h 

(28)  — ,  3  1 — r=«, 


2  2 


ce  qui  donne,  en  rétablissant  désormais  la  constante  e'  ou  cr  qui  doit  s'ajouter 
à  mv,  comme  on  l'a  dit  plus  haut  (p.  96), 


(J) 


nt  —  v  —  2esin(c(^  —  gj)  +  ^  e^  sm(2C(^  —  2ro)  -t-  ^  /r'  ^\w{2gv  —  2y) 

II  I  5 

—  -—  m''"&\w{\v  —  2a)  7-  me  sin[(A  —  c)  ('  —  2  0-  +  ct] 

o  4 

H-  3/?ie'  sin  (mp  +  (7  —  to'). 


63.  Expressions  de  u,  v  et  s  en  fonction  de  t.  —  Il  est  commode  d'avoir 
finalement  les  coordonnées  w,  ç-  et  ^  exprimées  en  fonction  de  t. 
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On  tire  da  la  formule  (J)  ces  valeurs  approchées  successives 

V  =  nt, 

V  —  nt  ~[-  2e  ?,m{cnt  —  gj), 

ç  =  nt  -\-  ie  sin[cn^  —    +  2ce  sin  (cni  —  gj)] 

3  I 
—  76^  sin  (2C«^  —  2cnr)  —  j     'S,\n{ignt  —  25/ ) 

+  ^      sin  Çknt  —  2 a)  -f-  ^  me  sin  [Çk  —  c)nt  —  20-  +  rrfl 
»  4 


d'où 


3 me'  sin  {mnt  -\-  a  —  m')] 


5  I 
z=  /i^  +  2  e  siii  (c/i^  —  cj)  +  -7  e-  ^\n{icnt  —  2gt)  —  ^  /c^  sin(2^/i<  —  ly) 

4  4 


fK")/  II  10 

'  -I-      m^  sin  [2     —  n')t  —  2a]H — y-  me  sin[(2  /i  —  m'  —  cn)t  —  1  a  -\- Xxs'\ 

»  4 


—  3  me' sin  ( /l' ^  4- (T  —  cj'). 
Posons  cette  valeur  de  v  dans  les  formules  (G)  et  (I).  et  remarquons  que  l'on  a 

ecos (c(^  —  gt)  :=  e cos \^cnL  —    +  2ce  singent  — •  c?)] 

=  e  cos  [ont  —  w)  —  e^  +  e^  cos  (2cn^  —  2G3r), 

k  sin  {gç  —  y)  —  k  sin  [^gnt  —  y  +  ige  sin(cn^  —  cj)] 

A-  's,\n{gnt  —  y)  -\-  ke  sin  [(c  H-      /i^  —  m  —  y] 
+  ke  sin[(c  —  g)nt  —  î»î  4-  y]; 

nous  trouverons 

aar=i  —  ^m^  —  e^  —  ^A-^+e  cos(c/i^  —  nr)  -h  e^  cos(2  c/i^  —  2m) 

(L)  {  — j  k^  co'S,{2 gnt  —  2y)  4- m^  cos[2  (/î  — /^')  i — 2a] 

i5 

H-  -TT-  mecos[(2/^  —  2/?/ —  crt)^  —  20-  H-  cj]; 
o 

i5  =  A  sin  {gnt  —  y)  +  /:e  sin  \{g  -\-  c)nt  —  y  —  gj]  —  ke  sin  [(^  —  c)  /li  —  y  +  cj] 
3 
H-  g  Am  sin[(2/i  —  2  Ai'  —  ^n)^  +  y  —  20-]; 

(  3      „       225  „ 

l  c  =  I  —  y  m-  X —  m-*, 

n'  \  4  32  ' 

(N)  m=-  l  ^ 

•     =z  i -\- m- —  TT- m'. 

4  32 
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Les  formules  (K),  (L),  (M),  (N)  contiennent  le  résumé  de  la  théorie  élémen- 
taire que  nous  avions  en  vue. 

II  convient  de  donner  aussi  l'expression  de  la  parallaxe  horizontale  équa- 
toriale  II  de  la  Lune  à  l'époque  t.  Soient  R  le  rayon  terrestre  équatorial,  ITo  la 
valeur  moyenne  de  U;  on  a,  par  définition, 

n=  -=  ,  =  =  ^R  I — 5 

d'où,  en  remplaçant  m  et  5  par  leurs  valeurs  (L)  et  (M), 

n  =  -  R  1 1  —  -mr  —     —         e  cos( cnt  —  m)  -+-    cos  {2 cnt  —  2m) 
a    \  2 

i5 

H-  m}  cos[2 (/i  —  /i')^  —  2o-]  +  -g-  me  ces [(2/1  —  21%'  —  cn)t  —  2^  -\- 
On  en  déduit  immédiatement 

a     \        2  I 


n  =r  IIo  1 1  H-  e  cos(c/if  —  gt)  +     cos(2c/i^  —  2ct)  +      cos[2  (/i  —  n')t  —  20-] 


(0) 


i5 

+  -Q-  me  cos  [( 2  /i  —  2  «'  —  cn)t  —  2 o"  -h  gj] 


64.  Remarques  sur  les  inégalités  de  la  longitude  de  la  Lune.  —  Posons 

'  5 
(I)    =.2e&\n{cnt  —  cj)  +  7     sin(2c/^^  —  270), 

4 


(24) 


(II)  = — ^A^sin(2^/i^ — 2  y), 

(III)  =  ^  me  sin[(2n  —  2n' —  cn)t  —  20-  +  ro], 

4 

(IV)  —  ^  m^'  sin[(2rt  —  2/1')  t  —  2a], 

o 


\  (V)  =-— 3me' s,m{n' t  +  a  — 
La  formule  (K)  donnera 

(25)  ç  =  nt  +  {l)  +  (II)  +  (III)  H-  (IV)  -H  (V)  ; 

(I)  est  V équation  du  centre; 

(II)  la  réduction  à  l' écliptique  ; 

(III)  V élection; 

(IV)  la  variation; 

(V)  y  équation  annuelle. 
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(I)  et  (II)  proviennent  en  somme  du  mouvement  elliptique,  et  ne  constituent 
pas  des  inégalités,  au  vrai  sens  du  mot.  Si  l'on  pose 

il  vient 

5 

(I)  =  26  sinÇ  +  sin2 

4 

si  l'on  compare  cette  expression  à  celle  donnée  pour  l'équation  du  centre  (t.  I, 
p.  246),  on  voit  que  (I)  comprend  les  deux  premiers  termes  de  l'équation  du 
centre  dans  un  mouvement  elliptique  où  l'excentricité  serait  la  constante  e,  et 
la  longitude  du  périgée  xs,^,  ce  périgée  se  déplaçant  dans  le  sens  direct,  avec  la 
vitesse  angulaire  constante 

(3                  2  25  \ 
-r      H  ,n^  +  .  .  .  . 
4            ci  2  / 

Soient  {fig.  6)  i  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune,  it^N  ^  et  ^-N  4-  NL  =  ; 
on  a  déjà      +  NP  =  ^,  et  le  triangle  rectangle  LPN  donne 

tang(t>— S)  — tang(Pi— S)cosi, 
d'où,  par  une  formule  connue, 

^1  — p  =— tang^  -  sin2(p  —  Q  )  + 


2 


On  peut  prendre  dans  le  second  membre  —  Q  =  y  +  (i  —  tang  i  ^ 
il  vient  alors 


Vi  —  p  —  —  -k^  sin{2 g-nt  —  2y); 

ainsi  (II)  représente  bien  la  réduction  à  l'écliptique. 

L'élection  (III)  a  été  découverte  par  Ptolémée;  nous  avons  trouvé,  par  une 
théorie  sommaire,  pour  son  maximum,  '^-me  =  5o'  environ;  les  observations 


i5 

maximum, 

donnent  1°  16'.  Sa  période  est 


2^  _  I  mois  sidéral   2^}^ 


32J". 


n(2  —  2  m  —  c)       2  —  2  m  —  c        1  —  2  m 

L'évection  peut  être  combinée  avec  l'équation  du  centre;  on  a,  en  effet, 

5  i5 

(II)  +  (III) -- 26  sinÇ  +  ^e2sin2Ç+      me  sin(2  c,,,  ^2/,„— Ç). 


i34 

Si  l'on  pose 


il  vient 


or  on  a 
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cos  (  2     —  2  v\„  )J  =  ei  cos  <5, 


i5 


e«i  sin  (2     —  2  v'in)  '=■  siiiô, 


(II)  +  (III)  ::^2ei  sin(Ç  +  (5)  +  ^e2si„2Ç; 


langâ  = 


g- wsin(2t^,„  —  2r;„) 
1  —  ^  m  cos  (  2     —  2  i>',„  ) 


on  peut  prendre,  avec  une  précision  suffisante  pour  notre  but, 


—  -g-m  sin(2P,„—  2ç'„,), 


(26) 


e,  =  e  1^1  —  ^  m  cos  (  2     —  2     )'j  . 

5 

(II)  +  (III)  =  2ei  sin(C  +  ô)  +  ^- sin(2C  +  2Ô). 


Ces  deux  termes  sont  les  deux  premiers  de  l'équation  du  centre  d'un  mouvement 
elliptique  dans  lequel  l'excentricité  e,  est  variable,  et  la  longitude  du  périgée 
=  w,„  —  B.  Lors  des  syzygies,  la  formule  (26)  donne 


=      I- ^m)  ^ 


l'excentricité  paraîtra  avoir  diminué  de  ^  de  sa  valeur  moyenne;  pour  les  qua- 
dratures,    —        —  9^°î  donc 


ei  =  e  {  i  ~h      m  ]  ; 


l'excentricité  paraîtra  plus  grande  de  ^  environ.  C'est  ainsi  que  l'évection  s'est 

manifestée  d'abord.  La  longitude  du  périgée,  c7,„—  §,  ne  paraît  plus  varier  pro- 
portionnellement au  temps,  à  cause  du  petit  terme  S. 

La  variation  (IV)  a  été  découverte  par  Tycbo  Brahé  ;  c'est  à  tort  qu'on  a 
soutenu  qu'elle  avait  été  remarquée  par  les  Arabes  (voir  l'article  de  M.  J.  Ber- 
trand dans  le  Journal  des  Savants,  octobre  1871).  Son  maximum  2G'  en 
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viron;  les  observations  donnent  Sg'  ^;  sa  période  est 


'  mois  synodique  =  i^j  |. 


2  (  /i  —  n')  2 

Cette  inégalité  est  nulle  dans  les  syzygies  et  les  quadratures,  et  maxima  ou  mi- 
nima  dans  les  octants. 

\j  équation  annuelle  (V)  a  été  découverte  par  Tycho  Bralié.  Son  maximum 
3me'=  i3'  environ;  les  observations  donnent  ii'q";  sa  période  est  l'année 
anomalistique. 

Il  est  bon  de  remarquer,  en  passant,  la  grandeur  des  inégalités  précédentes; 
ainsi,  l'évection  à  elle  seule  peut  déplacer  la  Lune  dans  le  ciel  de  plus  du  double 
de  son  diamètre  apparent. 

65.  Remarques  sur  les  inégalités  de  la  latitude  de  la  Lune.  —  11  con- 
vient de  remonter  à  la  formule  (G)  et  d'y  faire 

ce  qui  donnera 

(27)  5r=A'sin(r—  Q„J  +  |mA-sin[p  —  2(p'— 

Si  l'on  n'a  égard  qu'au  premier  terme  de  s,  on  voit  que  le  plan  de  l'orbite  de 
la  Lune  fait  avec  le  plan  des  xy  un  angle  constant  dont  la  tangente  est  k,  et  que 
le  nœud  ascendant  a  pour  longitude  Q,„.  Si  l'on  pose 


=  kl  cos5, 
km  %m{iv'  —  2       )  =z  A-j  sin ô. 


d'où  approximativement 


3 

0  =  0  ''^^  sin(2p'—  2  8^), 


(28)  — A' |^i  +  |mcos(2(^'— 2Q,„)j 

la  formule  (27)  pourra  s'écrire 


Les  choses  se  passent  donc  comme  si  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  était 
variable  et  égale  à       la  longitude  du  nœud  étant  égale  à  0.  La  période 
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des  variations  de  k,  et  de  <5  est  celle  des  variations  de      (2^'  —  2  Q ,„) ;  c'est  la 

moitié  de  la  révolution  du  Soleil  par  rapport  au  nœud  moyen  de  la  Lune,  soit 
1 73  jours  environ. 

66.  Influence  du  déplacement  de  l'écliptique.  —  Laplace  avait  dit  (^Mé- 
canique céleste ,  t.  III,  p.  196)  que  le  déplacement  séculaire  de  l'écliptique  ne 
peut  pas  produire  d'effet  sensible  dans  les  coordonnées  de  la  Lune.  Cet  effet 
existe  néanmoins  :  il  est  petit,  mais  appréciable  (environ  i"^  sur  la  latitude), 
si  bien  que  c'est  la  discussion  des  observations  qui  en  a  révélé  l'existence  à 
M.  Airy  (Asiron.  Nachr.,  n°  648).  Un  an  après,  Hansen  en  a  donné  l'explication 
théorique  (Astron.  Nachr.,  n°  685;  1849).  Nous  verrons  plus  loin  comment 
Laplace  a  cru  pouvoir  négliger  l'influence  en  question;  nous  nous  aiderons, 
pour  notre  exposition,  d'un  Mémoire  de  M.  Adams  {Monthly  Notices  of  the  Royal 
astronomical  Society,  t.  XLI,  p.  385-4o3;  1881). 

Soient  (y?^.  7)  xy  le  plan  fixe,  ou  l'écliptique  de  l'époque  zéro,  NK  l'éclip- 
tique de  l'époque  t, 

œ'^  —  B',  jNKi=:9'. 

On  a,  par  la  théorie  des  inégalités  séculaires  (Le  Verrier,  Annales  de  VOhserva- 
toire,  t.  Il), 

(     =  tangcp' sia9'  =  — ^  X  sin(vi -h  e), 

(29) 

/  <7  z=tang9'cos0'=-i-^  xcos(v^-}- s); 

les  signes  ^  portent  sur  un  nombre  de  termes  égal  à  celui  des  grosses  planètes, 
et  les  coefficients  v  sont  extrêmement  petits. 

Nous  allons  chercher  l'influence  du  déplacement  de  l'écliptique  sur  la  coor- 

Fig.  7. 

M 

K 


N  P  ^ 

donnée  s-,  c'est  de  beaucoup  la  plus  notable.  Il  nous  faudra  introduire  la  partie 
de  Q.  qui  contient  s'-,  nous  trouverons  d'abord 


h^u^    ds      ~h^-u  du 
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cette  expression  peut  être  réduite  à 
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3  m'  u'-' 


s'co'&{v  —  v')       ou  même  à       "irri^s'  q,o?,{v — v'). 


L'équation  (5)  du  Chapitre  précédent  donne 


(  3o)        -—■  -H  5  +  3m^ 


,  ds 


sin(  !'  —      ^     s  cos(   —      —    1  cos(   —  v')  =  o. 


Soient  (/ig.  7)  M  une  position  quelconque  de  la  Lune,  MQ  perpendiculaire  sur 
NK  et  MP  perpendiculaire  sur  xy.  Posons 

langQM=::5i,       tangPH  =  52; 

nous  aurons,  à  fort  peu  près, 

s  =z  tangPM  =  5i  H-  s^_. 
Le  triangle  sphérique  rectangle  NPH  donne  d'ailleurs 

S.2  =  langcp'  sin(  p  —  9'), 
d'où,  à  cause  des  relations  (29), 

(31)  52  —      X  sin  ((^  +  v<  +  g), 

(32)  5  =  ^1  +  2 


X  sin 


1+  -       +  £ 

n 


nous  avons  remplacé  vt  par  ^ç^,  ce  qui  est  suffisant.  Il  nous  faut  porter  dans 

l'équation  (3o)  l'expression  (32)  de  s,  et  celle^'  =  2  >csin(p'4-  vl  -h  i)  que  l'on 
déduit  de  (3i)  en  changeant    en  ç^';  on  trouve 


d^ 
dv^ 


d'-Sy 

dv'^ 


:77i  +  5  =  -i-i  -+-  ^1 

ds  ,         , ,       ,  .    ,  ds  . 


sin  (  V  —  (••')      +  s  cos(('  —  f'  )  —  5'  — —  sin  {v  —  v')  ~~  +  s^  cos(  p  —  v') 


—  sin((^  —  ^  X  +  -^^  cos 
H-cos(p  —  p')^xsin 


—  sin  ((^  —  t^')  ^  -1-5,  cos(   —  ç') 


—  sin  (   —  (''  )  ^  X  cos 


I      -  1 4-e 
n 


T.  -  IIL 
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Si  donc  on  néglige  ( et  m}  -  devant  - 7  l'équation  (3o)  deviendra 


[  —~      s,  sinfÀr  —  2a)— ^-  -\-  -  m^sAi  -+■  cos(};^'  —  la)} 

(33)  ^ 


=  2  ^  X  —  siii 


V 

14  I  ('  +  £ 


c'est  l'équation  (A)  avec  un  second  membre.  On  posera,  comme  on  l'a  fait  au 
n«58, 

-      f  sin  (  X  c  —  2  a  )  t/p» 

et  l'on  trouvera,  en  négligeant,  comme  précédemment,  les  termes  en  m 
+^1  j^i  4-  ^  cos(>,  ('  —  2o-)J  =  2^  ^  ^  ^)  ^     ^]  ' 


2  ' 
n 


On  connaît  l'intégrale  générale  de  l'équation  sans  second  membre;  on  tiendra 
compte  du  second  membre  d'une  façon  approchée  par  la  formule  (10),  qui 
donnera 


■■'=1 


V 

X  - 


n  I  V 


le  diviseur  ^  —  i  —     =.  -  m-  —  ^  est  petit,  et  doit  seul  être  conservé;  on  peut 

3 

même  le  réduire  à         car  (Le  Verrier,  Annales  de  V Observatoire,  t.  II,  p.  i55) 

la  plus  grande  des  valeurs  de  v  est  de  26",  en  prenant  l'année  julienne  pour 

3 

unité  de  temps,  et  -^m^n  représente  le  déplacement  moyen  du  nœud  de  la  Lune 
pendant  ce  temps,  soit  environ  20°.  On  a  donc 

V  26  I 

3    „        20  X  36oo      3ooo  ' 

-,  m- n 

4 

et  nous  pouvons  écrire 

=      ~ 2      —  X  sin(p  +     H-  e). 
4 

Laplace  ne  connaissait  pas  les  valeurs  de  a,  et  il  a  supposé  que  5-^— x,  qui  est 

-7  m.  n 
4 
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^"  P^"'  3^  ^^'^'^  négligeable.  On  a  (Le  Verrier,  loc.  cit.),  pour  l'un  des 
groupes  de  valeurs  de  X  et  V, 

X  =  0,0243,  V~l8",6  d'où  ^^i_-x=:l%3, 

7  Il 
4 

ce  qui  n'est  pas  négligeable.  Occupons-nous  de  la  mise  en  nombres  de  Is.-^n 
a  d'abord 

^        sin  p  Pf)S!  ()  w-, 

=  3         y         ( ^  ^  +  ^ )  +  y  )cv  sin  (  V  ;  +  £ ), 


ou  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (29), 

(34)  às  =  ~ -^^^  ^  —  .^211.  ^ 

4  4 

Les  expressions  de  p  et  q,  qui  résultent  des  formules  (29),  peuvent,  vu  la 
petitesse  des  quantités  v,  être  développées  en  séries  très  convergentes,  suivant 
les  puissances  de  t,  et  l'on  en  déduit  ^  et  On  trouve  ainsi,  en  négligeant  de 
très  petits  termes  en  t  (Le  Verrier,  t.  H,  p.  loi), 

'^P  da 

^-^=  +  0  ,o5886,       ^=_o",47389       (pour  .85o,o); 


dt 

on  a  d'ailleurs 

4 

et  il  en  résulte 


3 

—  69680", 


/      —  i",  4 1  cos  V  —  o",  1 7  sin  p, 
(35)  _  3 

(    •îi-'^^sin(^-r-y)  ^  gwA-sin[(2- o-_2m),'-2a4-y]  +  a^,. 

La  période  de  l'inégalité  Bs,  est  le  mois  sidéral. 

On  pourra  consulter  Godfray,  An  elementary  Treaùse  on  the  lunar  Theory 
p.  99-^01,  et  Monthly  Notices,  ,881,  p.  895-400,  une  démonstration  géomé- 
trique simple  due  à  M.  Adams,  pour  l'inégalité  i",4icos..  Vmr  aussi  dans  les 
Annals  of  Matheinatics,  Tome  I,  un  Mémoire  de  M.  Hill  :  On  the  lunar  inequalities 
produced  hy  the  motion  of  the  ecliptic. 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'à  part  le  petit  terme  à  courte  période  S^,,  la 
latitude  de  la  Lune  au-dessus  de  l'écliptique  mobile  est  la  même  que  si  cette 
écliptique  était  fixe.  L'inclinaison  moyenne  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  le  plan 
fixe  des  xy  varie  progressivement  dans  le  même  sens,  tandis  que  cette  incli- 
naison moyenne  sur  l'écliptique  mobile  est  constante;  c'est  l'angle  dont  la  tan- 
gente est  et  k  est  l'une  des  constantes  arbitraires  introduites  par  l'intégration. 
Non  seulement  k  reste  le  même,  mais  g  aussi  ;  c'est  dire  que  le  déplacement  de 
l'écliptique  n'a  pas  d'influence  sur  le  mouvement  moyen  du  nœud. 
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—    THÉORIE  DE  POISSON. 
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THÉORIE  DE  POISSON. 


67.  Théorie  de  Poisson.  -  C'est  en  somme  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  avec  une  modification  dont  nous  avons  déjà  parlé  (t.  f, 
p.  2o4).  Considérons  les  équations  différentielles  dont  dépendent  les  dérivées 
des  éléments  elliptiques  a,  e,  9,  £,  gî,  0, 

da_-^dK         de_  M  ^ 

'di^l^  dz'        dt  '         ■  ■  ■  '  dt 

Dans  le  cas  des  planètes,  on  regarde  les  éléments  comme  constants  dans  les 
seconds  membres;  dès  lors,  quand  on  a  remplacé  R  par  son  développement 
périodique,  on  peut  intégrer  chacune  des  parties  dont  se  composent  les  seconds 
membres  des  équations  (i);  on  obtient  ainsi  une  première  approximation  qui 
sert  de  point  de  départ  à  une  seconde,  etc.  Ce  procédé  ne  conduirait  à  rien 
pour  la  Lune;  Poisson  (')  a  proposé  d'introduire,  dès  la  première  approxima- 
tion, des  parties  proportionnelles  au  temps  dans  les  éléments  angulaires  6,  m 
et  £,  en  posant 

0<°\  cî'"' et  e'**'  désignant  des  constantes  et  h,  j,  k  des  inconnues  qu'il  faudra 
déterminer.  Nous  représenterons  par  a^,,  e^,  90  des  constantes  que  nous  regar- 
derons comme  les  premières  valeurs  approchées  des  éléments  variables  a,  e,  9 
(  ces  éléments  restent  toujours  compris  entre  des  limites  assez  resserrées,  ce 
qui  n'arrive  pas  pour  G,  tu  et  £,  qui  peuvent  croître  ou  décroître  indéfiniment). 


(1)  Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  {Mémoires  de  l'ylcadémie  des 
Sciences,  t.  XIll). 
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On  pourra  intégrer  les  seconds  membres  des  équations  (i)  quand,  dans  le  dé- 
veloppement périodique  de  R,  on  aura  remplacé  a,  ... ,  0  par   Oo  ;  on 

trouvera 

on  aura  eu  soin  de  laisser  de  côté  les  parties  proportionnelles  au  temps  dans 
S<  6,  ^^  m  et  S,  £,  puisque  ces  parties  sont  supposées  contenues  dans  ht,  ji  et  kt. 
Pour  la  deuxième  approximation,  on  fera 

a  =z  «0  +  (5i  a  H- a,  Q  —        à^Q  +  à-iQ  ; 

^^a  et  (^26  étant  de  l'ordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

On  substituera  ces  expressions  dans  les  équations  (i)  en  négligeant  les  5^ 

d  §  Cl 

dans  les  seconds  membres.  On  aura  donc,  par  exemple,  égal  à  une  fonc- 

tion connue  du  temps;  on  en  tirera  ^^a  par  une  série  de  quadratures  faciles  à 
eflTectuer.  De  même  pour  S^ô;  toutefois,  si  l'on  trouvait  une  partie  proportion- 
nelle au  temps,  on  la  supprimerait.  On  détermine  h,  j  et  k  en  exprimant  que 
les  parties  proportionnelles  au  temps  disparaissent  des  expressions  de  (5,6,  S.c? 
et  S,£.  Il  convient  de  remarquer  que,  dans  la  première  approximation,  les 

,    da    de    ^  d(D  ,         ,         1      1  -  •   -  •  , .     dlà.  dHi 

expressions  de  ^5  ^  et  —,  ne  contenant  que  les  dérivées  partielles       —  et 

,  ne  renfermeront  pas  de  parties  constantes,  de  sorte  que§^«,  '^^eç;i  (5<<pne 

contiendront  pas  de  termes  proportionnels  au  temps.  Il  en  sera  de  même  dans 
les  approximations  suivantes;  les  expressions  que  l'on  aura  à  intégrer  pour  ob- 
tenir §2^,  . . . ,  §29»  •  •  •  »  ^2^>  •  •  •  seront  toujours  composées  de  sinus  sans  par- 
ties constantes;  on  trouvera  donc,  par  une  application  indéfiniment  répétée  du 
procédé,  pour  a,  e  et  cp,  des  développements  qui  procéderont  suivant  les  cosinus 
d'angles  variant  proportionnellement  au  temps.  Quant  aux  éléments  £,  tn,  G,  ils 
seront  égaux  à  cTo,  Oo  augmentés  respectivement  de  séries  de  sinus  des  mêmes 
arguments. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  indiquée  par  Poisson.  On  peut  affirmer  que 
cette  méthode  conduirait  à  des  calculs  inextricables  si  l'on  voulait  la  faire 
servira  édifier  une  théorie  complète  du  mouvement  de  la  Lune,  car  on  verra 
plus  loin  qu'il  faut  un  très  grand  nombre  d'approximations  successives  pour 
obtenir  notamment  l'expression  de  avec  une  précision  suffisante.  Néanmoins 
la  méthode  de  Poisson  peut  rendre  de  précieux  services  dans  le  calcul  des  iné- 
galités à  longue  période,  de  l'accélération  séculaire  et  enfin  de  l'influence  de 
l'aplatissement  de  la  Terre  sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Nous  allons  présenter 
les  deux  dernières  applications  mentionnées  et  nous  donnerons  en  même  temps. 
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d'après  M.  Y.  Puiseux(^),  une  détermination  simple  et  plus  rapide  que  celle 
de  Poisson  pour  les  inégalités  séculaires  de  cr  et  de  0. 

68.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  l'action 
du  Soleil.  —  Nous  voulons  obtenir  ce  développement  en  conservant  les  quan- 
tités du  second  ordre  (e,  é  et  cp  étant  considérés  comme  du  premier  ordre),  et 
nous  laisserons  de  côté  les  termes  qui  contiennent  la  longitude  de  la  Lune, 
parce  que  nous  n'avons  en  vue  que  les  inégalités  séculaires.  Il  faudra  conserver 
les  termes  qui  contiennent  e,  é ,  cr,  9  et  même  ceux  qui  renferment  la  lon- 
gitude du  Soleil,  parce  que  leurs  périodes  sont  longues  relativement  à  la  durée 
de  révolution  de  la  Lune.  Les  formules  (37)  et  (/ji)  des  pages  809  et  3io  du 
tome  I  donnent  pour  Ro  ,,  que  nous  appellerons  simplement  Ro,  en  ne  conser- 
vant que  les  termes  indépendants  de  X, 

-  ^[2A(i)+ A'/']ecos(/'- w)  H-  i[A(û)  + A'i'"]e'cos(/'-ï^') 
(2)  ^  +^[3A(^)+3A',^'+A^^']e^cos(2/'-2a))-+-^[2A«»  +  3A<^H-A^'>']e'2cos(2/f'-2n7') 

+  i[A(»)- A'/'-A'/']ee'cos(co-GT')-  2[3A(i)  +  3A<»'+ A','>Jee'cos(2/'-(,-tîT') 
+  ^B("yî^cos(2/'-2r')  +  ^  |^ecos(/'-co)  +  ^ee'cos(2/'-co-T^'); 


les  lettres  accentuées  se  rapportent  au  Soleil  et  celles  sans  accent  à  la  Lune; 
m'  est  la  masse  du  Soleil.  Les  coefficients  A'"',  A^'\  A^'^  et  B'^^  sont  définis  par 
les  formules 

aa' { -h  a'-— 2  aa' cos']))   ^  =  -  B'"^  +  B^' cos^  +  .  .  .  . 

On  peut  faciliter  beaucoup  leur  calcul  en  profitant  de  ce  que  le  rapport  ~  est 
petit;  on  trouve,  par  le  calcul  direct,  en  négligeant  seulement  (^^J, 

{a^  +  a'^-  laa'  cos^)"^     1  (^1+  A       +  |,  cos^  +  ^  ^  C0S2^  -F . .  , 

(X    \  (X  et 


(')  San  les  principales  Inégalités  du  moiwement  de  la  Lune  {Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, L.  I;  1864). 
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On  en  conclut,  si  l'on  remarque  que  le  terme  ^  doit  être  omis,  comme  ne 
contenant  pas  les  éléments  de  la  Lune, 


on  a  ensuite 

Si  l'on  substitue  dans  (2),  on  trouve  que  les  termes  en  e  et  en  ee'  se  détrui- 
sent, et  si  l'on  remplace  en  outre  ^  par  n'-,  il  vient 

Ro     n'-^  «2       _  I  -n 2  +  I  eM-  I  e'^  +  ^  e'  cos  (  /'  -  ^'  )  +  I  e'^  cos  ( 2  /'  -  2 tu' ) 

+  1^6^  008(2/'  -  2  w)  4-  -Y1^C0S(2Z'—2t')  . 

8  ^  J 

Si  l'on  se  reporte  à  la fîg.  20  (t.  I,  p.  292)  pour  la  définition  de  t  et  de  t', 
on  voit  que,  le  plan  de  l'écliptique  de  1 85o  étant  pris  pour  plan  des  xy  et  le 
déplacement  de  l'écliptique  étant  très  lent,  on  peut  prendre 

.  G  9 


Il  vient  ainsi 

Cette  formule  sert  de  base  à  l'élégant  Mémoire  de  M.  V.  Puiseux 


!  _  i^cpM-  le-+le'^+  \e'  cos(/'-t0')  +  |  e'^  cos  (  2 /' -  2^') 
48^884  ^ 

5  3 

+  C0S(2/'—  270)  +  ^(p^C0S(2/'—  2  0) 


69.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice  provenant  de  l'aplatis- 
sement de  la  Terre.  -  SoitR,  cette  fonction;  en  se  reportant  à  la  page  210 
du  Tome  II,  on  a 


fM  fa,y  (        f   \  /  i 


(4)  y  7) 


2  ^  V3 


où  M  désigne  la  masse  de  la  Terre,  a,  son  rayon  équatorial,  a  son  aplatisse- 
ment, X  le  rapport  de  la  force  centrifuge  équatoriale  à  la  pesanteur  correspon- 
dante, (D  la  déclinaison  de  la  Lune,  r  sa  distance  au  centre  de  la  Terre.  On 
trouve  sans  peine,  en  passant  des  coordonnées  équatoriales  aux  coordonnées 
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écliptiques  et  désignant  par  w  l'obliquité  de  l'écliptique, 

(5)    sin®  I-  sinw  [cos(p  —  0)  sinô  +  sin(p  —  B)  cos0cos9]  +  cosw  sin(^'  —  B)  sirnp 
OU  bien,  en  négligeant  cp-, 

sin(D  =  sinp  sinw  +  9  sin((^  —  B)  cosco, 

d'où 

^  —  sin^®  =  ^  —  ^  sin^Go  +  ^sin^w  cos2  p—  ^  cp  [cos0  —  ces  (2  f  —  0)]  sinaw. 

Tl  reste  à  remplacer,  dans  la  fonction  ;^  Q  —  sin-(B^,  r  et  v  par 
r  =  a  [i  —  e  cos(/  -  gt)],       p  —  /  H-2esin(/  —  to), 

et  à  négliger  e\  On  trouve  que  les  termes  en  e  contiennent  /,  il  ou  3/;  mais  on 
ne  doit  conserver  que  les  termes  à  longue  période,  les  seuls  susceptibles  de 
grandir  assez  par  l'intégration  ;  dans  ces  conditions,  on  peut  faire 

rzzza,       v—l,       ^  —  sin^cî)  =r  ^  —  ^sin^co  — -©  cos5sin2a), 

O  3         2  2  ^ 

et,  si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

fM  =  «2^3, 

I  R^  —  -/.ii^a\       —  ^siri^Go—  ^  9  ces 0  sin 2 co^ , 


il  vient 

(6) 


I 

2  ^ 


70.  R|  est  une  partie  séculaire  qui  vient  s'ajouter  à  R,,  pour  former 

Cela  posé,  nous  appliquerons  les  formules  (A)  (t.  I,  p.  169),  en  les  bornant 
à  leurs  parties  principales,  savoir  : 


(7) 

(8) 

T.  -  m. 


da 

dJ  " 

2  dR 
na  dz 

-  0, 

'  dB  _ 

I  dR 

ddj) 

I  dR 

1  dt  ~ 

dt  ' 

«a^cp  dO  ' 

djïs 

I  dR 

de 

I  dR 

"di  "~ 

na'-e  de  ' 

~dt  ' 

na^e  djn' 

dt 

'dt~~~ 

2  dR 
na  da 

I  / 

 m 

2  na^  \ 

dR 

dcf 

dR\ 

-^'d^r 

19 
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On  voit  que  a  est  constant,  et,  par  suite,  n  aussi.  En  raison  de  la  petitesse 
de  R,  par  rapport  à  Rq^  on  pourra  considérer  ce  que  deviennent  les  équa- 
tions (7)  quand  on  y  remplace  R  par  puis  par  R,  ;  soient  Sep  et  les  valeurs 
obtenues  par  l'intégration  des  dernières  équations  ainsi  formées,  ç,  0,  e  et  w 
les  valeurs  obtenues  par  l'intégration  des  premières,  les  valeurs  des  éléments 
seront 

(p  -i-  âa»,    0  -t-  (59,    e,    ccf  ; 

le  et  Scy  sont  nuls  parce  que  R,  ne  contient  ni  e  ni  nr.  Dans  le  second  membre 
de  l'équation  (8),  on  devra  remplacer  R  par  Rq  +  R,  et  ensuite  augmenter  cp 
et  0  de  §9  et  §6.  Les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler  se  forment 
aisément  et  sont 

dQ  in'- 


(A) 


(R) 


(A'; 


-dt=       ^[l  +  5C0S(2r-2^)], 

de  i5/i' 


dt  4 
dèQ  I       /a,y-  I 


e  sin {2I'  —  2Tjs); 


,    —     -x«    —     -cosysin2  0iK 
dt  2       \  a  ~ 

d  dcp  I  /a, 

— ~  —  —  -  X  Al    —  I  sin  y  sm  2  co. 

2  \a 

de             2  /<)Rn      3  n  âRi\         e  dY\o        9    /  àRo  àR^ 


dt  na  \  àa       2  a   du  )      2  na-   de       2  nd^  \  (?cp  c^cp 

dz  _      n'^  [       9         9         -i     \       _/aA-/       „  .  .  j3 


—  ,  .      77  9^+  H  ^'  H —  e'M  4-  x/i    —      2  —  3  sin^w  ,9  cos9  sin2  w 

dt  /^\8^8         2/  \a  J  \  4 

On  a  omis  dans  le  second  membre  de  cette  dernière  équation  les  termes  qui 
contiennent  /'—ni',  2/' — 2rjy',  il' —  ixs,  il' —  1^,  non  qu'ils  soient  insen- 
sibles, mais  parce  qu'ils  n'ont  pas  de  rôle  à  jouer  dans  le  cadre  de  cette  expo- 
sition. 

On  doit  remplacer  dans  la  dernière  formule  cp  par  +  Sep  ;  on  peut  négliger 
(S'^)-  et,  en  représentant  par  £  +  la  valeur  complète,  séparer  l'équation  en 
deux  autres,  savoir  : 


.  dt  —  -^v-h  -^r'^-2' 


^  ~  \  ~n  ^  ^'^ ^ i^~a^  ^2  —  3  sin-co  —     9  cos9  sin  2  w  ) . 
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Il  est  inutile  de  remplacer  6  par  0  +  oO;  il  n'en  résulterait  pas  de  changement 
appréciable. 

71.  Perturbations  des  éléments  9,  f  et  e  causées  par  l'aplatissement  de  la 
Terre.  —  Ces  perturbations  résulteront  de  l'intégration  des  équations  (A'); 
dans  leurs  seconds  membres,  d'après  la  méthode  exposée  au  commencement 
de  ce  Chapitre,  on  doit  remplacer  cp  par  sa  valeur  moyenne  Ço  et  G  par 
Oo  =  A/+Gf*''.  On  trouvera  donc 


(D') 


[  àQ  -/.^  (—\  -sinÔsinaw, 
)  iliX  a  )  ^ 

\  â9  =  +  x-'^-(  —  )  cos0sin2&j. 
\  ili\a  j 


Si  l'on  remplace  §cp  par  cette  valeur  dans  l'équation  (C  ),  elle  devient 

d  ès 


dt 


^'  '  (2  —  3  sin^co)  -  x/i  (      —  1^  )  (      )  03  cosô  sin  20), 


3«' 


ou  bien,  en  mettant  pour  h  sa  valeur  approchée,  — ~ 


dès.  fa,  \  ^ 


—T—  =  xn  . 
dt  \  a 


(  2  —  3  sin^ co)  — x/î  cp  cosô  sin  20O. 


L'intégration  donne 


â£  =  5<(^^'j  (2  —  3  sin"2&))     —  ^i^xi^^^  j  9sin0sin2oj; 

le  petit  terme  en  nt  produira  seulement  une  légère  altération  du  coefficient  k 
de  t  dans  s;  on  peut  le  laisser  de  côté  et  se  borner  à 

(E')  <5£  =  —  ^  X  y  (  —  )  9  sinô  sin2 co. 


On  voit  donc  que  l'aplatissement  de  la  Terre  n'a  pas  d'influence  appréciable 
sur  les  éléments  a,  e  et  trr.  D'après  les  formules  (D')  et  (E'),  il  produit  sur  les 
éléments  G,  cp  et  £  des  inégalités  qui  ont  pour  période  celle  de  la  révolution  de 
la  longitude  du  nœud,  G,  soit  i8^"'|  environ. 

72.  Perturbations  de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  Lune  causées 
par  l'aplatissement  de  la  Terre.  —  Soient  L  et  A  la  longitude  et  la  latitude 
de  la  Lune  ;  on  a 

sinA=::sin((^  —  0)sin9, 
L  =  /  +  2  e  sin  (  /  -  gt)  i-  .  . .  +  réduction  à  récliptique, 

1=  £  -i-  J'n  dl. 
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On  en  tire,  avec  une  précision  suffisante, 


ÔL  ès, 

ÔAr=:i  Ô9sin(Z-  0)  +  9C0s(/— 0)(Ô£  — (59), 
ou  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (D')  et  (E')' 

ÔA=.x  ^  (^^'^81112  00  siii(/-  9)cos9+  (^i-  '-^f^cos{l^e)smd^  , 

OU  encore,  en  négligeant  le  terme  en  cp^, 

àA.  =  -/.      (—]  sinacosin/, 

2n\  a  J 

ûL  =  -    —  I  cp  sin2G.)  sino. 

4     /i  \  a 


On  peut  remplacer  x  par  sa  valeur  (6)  et  ~  par  le  sinus  de  la  parallaxe  hori- 
zontale équatoriale  moyenne  P  de  la  Lune;  il  vient  ainsi 


(F) 


dA=  4 


~ sin^P  sin2 (0  sin/, 
I  <5L  —  —  ~        9  sin^P  sin2w  sinÔ. 


L'inégalité  de  la  latitude  a  pour  période  le  mois  sidéral,  et  celle  de  la  longi- 
tude, la  durée  de  la  révolution  du  nœud.  Ces  inégalités  sont  devenues  sensibles 
à  cause  du  petit  diviseur  A;  quand  on  met  pour  n,  h,  a,  y ,  P  et  co  leurs  valeurs 
numériques,  on  trouve  les  premières  parties  des  formules  (i),  page  367  du 
Tome  II, 

ÔA  =  —  8",382  sin/,       <5L  =  -h  7",624sin0. 

L'inégalité  §L  avait  été  indiquée  à  Mayer  par  les  observations;  Lagrange, 
dans  son  Mémoire  sur  r accélération  séculaire  de  la  Lune,  avait  eu  le  premier 
l'idée  d'introduire  l'aplatissement  de  la  Terre  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  Lune,  mais  il  avait  négligé,  les  supposant  insensibles,  les 
inégalités  qui  contiendraient  cp  en  facteur,  ce  qui  est  précisément  le  cas  de  ^L. 
Vingt-sept  ans  plus  tard,  Laplace,  en  calculant  les  termes  qui  avaient  échappé 
à  l'analyse  de  Lagrange,  retrouva  l'inégalité  signalée  par  Mayer  et  en  expliqua 
ainsi  très  simplement  la  cause.  Mais  il  découvrit  en  outre,  par  la  théorie,  l'iné- 
galité §A  de  la  latitude,  que  Bùrg  et  Burckhardt  confirmèrent  ensuite  par  la 
discussion  des  observations. 

Outre  ces  inégalités,  l'aplatissement  de  la  Terre  en  produit  encore  d'autres 
beaucoup  plus  petites,  quelques  dixièmes  de  seconde,  au  plus;  elles  ont  été 
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déterminées  avec  soin  par  Hansen  (Darlegung  der  theoretischen  Bercchnung  der 
in  den  Mondtafeln  angewandten  Stôrungen ,  1. 1 ,  p.  459-471  >  et  t.  II,  p.  273-322) 
et  par  G.  Hill  (Aslronomical  Papers,  t.  III,  Part  II;  Washington,  1884). 

73.  Inégalités  séculaires  du  nœud  et  de  l'inclinaison  causées  par  l'action 
du  Soleil.  —  Elles  dépendent  de  l'intégration  des  équations  (A).  Si  l'on  veut 
appliquer  le  procédé  de  Poisson  à  la  première 

-7-  =—  -, —  Fi —  cosfar—  2  0)1, 
qui  ne  contient  que  0,  on  fera 

d'où 

cos(2/'  —  2  0)  =  008(2^'  —  2  00  —  2Ôi9)  =  cos(2/'  —  2  0o)  +  2sin(2;'  —  2  0o) 
on  aura  d'abord,  en  substituant  dans  l'équation  différentielle  et  négligeant  n'\ 

dà,Q  3,*'^ 

— r—  =    C0S(2r  —  20o)^, 

dt  L\  n 


Puis 


h  +   —  cos(2       2  9q) 


4«     '  '  dt 

3  3  n'-'  r      ,  .  .  3  n'^ 


ou  bien 


Ç  [C0S(2/'-  2  0„)    H  2  sin°-(2/'-^  20„)] 


r,  Sn"- 

h  -\ 


dt  |_        [^11       '62n'^{n'  —  h) 

On  posera 


32/i^(n' —  A) 


et  l'on  aura  ensuite 


3/i'2  on" 

^  +  ^  -j  r^-^  = 

4aî       6in-{n' —  II) 


d,e=z  ^  ^^/\ — — -sin(4/'-  49o). 


L'avant-dernière  équation  donne 


-  j  /«■''  +        m^,  m        —  , 

«  4  32  « 

et  il  en  résulte 

^-^+--r^^^^sin(2/'-20o)-^^^sin(4/'-  40o). 
I  -h  7  m 
4 


i5o 
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Mais  il  est  plus  simple  d'intégrer  rigoureusement  les  équations  (A);  nous 
allons  le  faire  en  suivant  le  Mémoire  de  M.  Puiseux. 
Soit  posé 

(9)  ~:^>n,       l-B^u,       dou  j^^nJ-^, 

les  équations  (A)  donneront 

du  3  3 

I  H-  7  m  —  ~7  m  ces 2  u, 


n!  dt  4  4 

(io)  3 
n'dt         4  ^ 


d'où 


(ro)  [  \ ni\  n' dt 


(II) 


4     /  à  m 

I  —  ^  T.       ces  2  u 

4  +  om 
(i(p   3  m  sin  2  i<  «iw 


cp  4  +  ^'^  —  3mcos2M 

Il  convient  de  considérer  d'une  manière  générale  l'équation 

(12)  dx  —  

I  -t-  P  C0S2/ 

ou  bien 

dx  — 


(j  +  (3)  cos^j  +  (t  —  j3)  sin'-^j' 


dans  laquelle  p  désigne  une  constante.  On  en  tire,  en  intégrant  et  représentant 
par  c  la  constante  arbitraire, 

(13)  tang  j  =  y/ lang  [{x  +  c)  y/i  -F]  • 

Les  équations  (10)  et  (12)  deviennent  identiques  si  l'on  fait 

/      3    \    ,  „  3m 

la  formule  (i3)  donne  ensuite 

(14)  lang  a  = —    ^  ^     tang  l^y/i  +  ^ /n  c)  j  . 


THÉORIE  DE  POISSON.  l5l 

Posons,  pour  abréger, 

/  3~ 

3- 


(i5)  1—  \/ i -  m  II' {t  +  c),       y      *'  ^ 


et  la  relation  (i4)  donnera 


2  '        /  3 


(16)  tangM— —    ^  _tangX:==- — ^tangA, 

/       3  i+y      *  ' 

d'où,  en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

u  =  l'  —  0  z=.l  —  ^  sinaX  4-  ^  sin^A  —  ... 


OU  bien 


I  2 


l'  —  1  est  la  partie  moyenne  6(>  de  G  ;  Ysin2X,     s'ml^l,  ...  représentent  les 

inégalités  périodiques  (leurs  périodes  sont  longues  déjà  par  rapport  à  la  durée 
de  la  révolution  de  la  Lune).  On  a,  en  ayant  égard  à  (i5), 

(17)  60  =  - fi't(^i^i+  ^m-i^  -+-9W. 

Cela  définit  le  nœud  moyen;  on  voit  qu'il  rétrograde  d'un  mouvement  uni- 
forme; la  période  de  la  révolution  est    On  a  ensuite 

1  =  1'  -  9„ 

de  sorte  que  les  inégalités  périodiques  de  G  sont  proportionnelles  aux  sinus 
des  multiples  pairs  de  la  distance  du  nœud  moyen  de  la  Lune  à  la  position 
moyenne  du  Soleil.  La  durée  de  la  révolution  synodique  du  nœud  moyen  est 
d'environ  3/17  jours;  par  suite,  l'inégalité  la  plus  longue  de  G  a  pour  période 
1 73  jours  environ. 
La  formule  (11)  donne  ensuite 


logcp  =  —  ^  log  (4  +  3m  —  3m  cos  211)  -\-  const., 


d'où 


9  y/  i-i-  ^-  m  —  -     cos  2  u  —  const. , 
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OU  encore,  en  substituant  la  valeur 

3m  +  (4  +  3m)  C0S2X 

C0S2  u  —  —  s  

[\-^  ôm  +  6m  cos 2  A 

tirée  de  la  relation  (16), 


/      3  3 
=  g       I  -1-  ^  m  +  ^  m  ces  2 1,  ■ 

g  désignant  une  constante  arbitraire.  Cette  expression  peut  se  développer  sous 
la  forme 

0,  —  cp(o)_|_       C0S2A  +  9'-^  cos4X  +  .  . .  ; 

on  voit  que  cp"'^  la  valeur  moyenne  de  cp,  est  constante  et  qu'il  y  a  une  série 
d'inégalités  proportionnelles  aux  cosinus  des  multiples  pairs  de  \.  Nous  résu- 
merons les  résultats  précédents  dans  les  formules  suivantes  : 

/  i 


m——,        /  — t/iH — mn{t-^c),        y  — 


H  m  —  I 


n  V         2  /  3 

I  H  m 


(D) 


3 

I  H —  m 
2 


9  =  l'  —l  -i-  ^sina  A  —     sin/jA  +  .  .  . , 
I  2 

0  =  g  ^ I  H-  ^     +  ^  m  COS2X  =  cp(")  +  <|)(^>  cos 2 A  +  <p(2)  cos4?i  +  .... 

74.  Inégalités  séculaires  du  périgée  et  de  l'excentricité  causées  par 
l'action  du  Soleil.  —  Elles  résulteront  de  l'intégration  des  équations  (B), 
que  l'on  peut  effectuer  rigoureusement.  On  peut  remarquer  que,  suivant  la 

valeur  de  iV  —  2Gy,  la  vitesse  ^  du  périgée  peut  varier  entre  les  résultats  que 

l'on,  obtient  en  multipliant  par  +G  et  —4;  dans  le  cas  du  nœud,  les 
limites  sont  moins  larges,  h-  2  et  o.  Si  l'on  fait 

les  équations  (B)  donnent 

diiA  3  i5 

—r-r  =  I  —  7  m  T-  7W  cos  2  «1 , 

n'dt  4  4 

rfe  i5  . 

—7-7-  =  ^  7-  me  sm  2  m,  , 
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d'où 

^jg^  de   i5m  sin2  <i«, 

e  4  —  3  m  —  T5mcos2</i' 


I  —  -,in  \  II' dt 


4    /  i5m 

C0S2 


4  —  3  m 

et  cette  dernière  formule  devient  identique  à  (12)  si  l'on  fait 


Il  en  résulte  donc,  d'après  (i3), 


9 

I  m 


 langA,, 

en  posant 

^1  =  y/     f '>J(i  +  3/»)/^'(^  +  c,). 


La  formule  connue,  que  nous  avons  déjà  employée,  donne 
=  Al  —  yi  sin2Ai  +  -y^  sin4A,  — . .  . , 


en  faisant 


\/ 1  +  3  //«  —      I  — 


Q 

-  m 


ou  encore 

=       Al  4-  Zl  sin  2  A,  —  5^  sin  4  A,  + 
on  a  donc,  pour  la  partie  moyenne  de  cr, 


î^o  =  /^'^  I  I  -  ^/  (  I  —  |m  )  (i  +  3m) 


La  vitesse  est  positive  et  le  mouvement  direct.  On  a  ensuite 


T.  —  lïl. 


X  ,  /    CJq 


20 
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Cet  argument  est  donc  la  valeur  moyenne  de  la  distance  angulaire  du  périgée 
de  la  Lune  au  Soleil;  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  les  deux  époques  où  le 
périgée  est  en  conjonction  avec  le  Soleil  est  la  révolution  synodique  du  périgée; 
elle  est  d'environ  4i2  jours. 

Donc  la  période  de  l'inégalité  la  plus  longue  du  mouvement  du  périgée  est 
d'environ  206  jours.  La  formule  (18)  donne,  en  effectuant  l'intégration, 


3  i5 
I  —  y  m  Y  m  CCS  2  Wj  =  const. 

4  4 


ou  bien,  en  remplaçant  ^^,  par  sa  valeur  en  X^  au  moyen  de  la  relation  (19), 


3  i5 
I  —  ^  ^  ^  ' 


cette  expression  peut  se  développer  en  série  suivant  les  cosinus  des  multiples 
de  X,.  Voici  le  résumé  des  formules  : 


=  \J —  1 7?l  )  (1  +  3/w)  «'(iî  +  c), 


V/7+  "im  —  \J 


I  —  —  m 
1 


\J  i-^  '6m  -H  \J  I  — 


9 

-  m 
2 


I  —  -  m 

lang(/'— ct)  =  \/   5 — ''"^ng}'.!, 


I  +  3  /?^ 

—  Xi  +  5^  si n  2)11  —  ^  sin4Xi  + . .  .  , 

'  3 


e  —  gi^  '~^'^"^~4  ^^^^^^1  —  ^'•^^  cos  2A1  +  e^^)  ces  4^1  +  . .  .  . 

Cherchons  le  plus  grand  écart  entre  le  périgée  moyen  et  le  périgée  vrai.  On  a 

}ii  —  Ui  =  l'  —     —  (  ^'  —  m)  —  Tjy  —  ; 


il  s'agit  donc  de  trouver  le  maximum  de  —  u,,  w,  etX,  étant  liés  par  la  rela- 
tion (19);  on  doit  avoir       =       et,  par  suite. 
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En  combinant  les  formules  (19)  et  (20),  il  vient 
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langMi  =  y  - 


3  m 


tang^i  = 


4 I \  +  im 
V  I  —  -  m 


tang(Ai—  «1) 


\/ 1  4-  3  m 


9 

-  /?2 

2 


</ 


(i  +  3m)  (  I  —  I 


en  faisant  le  calcul  numérique,  on  trouve,  pour  le  maximum  de  X<  —  ll^  =  ■Gi—xSç^, 
8°4i'-  Dans  le  cas  du  nœud,  la  différence  entre  la  position  vraie  et  la  position 
moyenne  a  pour  maximum  i°3i'.  La  plus  grande  des  inégalités  périodiques 
du  périgée  atteint  9°;  pour  le  nœud,  c'est  i°3o'.  On  trouve  encore  que  l'in- 
clinaison 9  oscille  entre  5°o'35"  et  5°i7'34"  et  l'excentricité  entre  0,04629 
et  o,o627'7. 

75.  Influence  de  la  différence  des  deux  hémisphères  terrestres  sur  le 
mouvement  de  la  Lune.  —  La  formule  (4)  ne  donne  pas  toute  la  fonction 
perturbatrice  provenant  de  la  non-sphéricité  de  la  Terre;  il  y  a  d'autres  termes 

en  —,  •■•  qui  vont  en  diminuant  rapidement;  nous  considérerons  seule- 
ment le  premier,  que  nous  représenterons  par  Rj.  Nous  aurons 


0.  ^  7'f  ? 


Y3  désignant  une  fonction  de  Laplace,  contenant  les  deux  angles  <JU  et  m,  ascen- 
sion droite  et  déclinaison  de  la  Lune.  Il  est  aisé  de  voir  que  x  figurera  toujours 
avec  ~  0,  0  désignant  le  temps  sidéral  d'un  méridien  déterminé  de  la  Terre. 
Les  termes  de  R.,  qui  renferment  les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  oil  —  0, 
seront  à  très  courte  période  et  ne  pourront  pas  grandir  par  l'intégration.  On 
peut  les  supprimer.  Si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (I)  du  Tome  II,  page  270, 
on  voit  qu'on  aura  Y3  =  01I3,  31^3  désignant  un  polynôme  de  Legendre  où  la 
variable  est  sino;);  donc 


'5  3 
C  (  -sin=^(D  —  -  sincD 


d'où 


(21) 


R. 


,fM 


~j  (  sin'*(D  — -g  sin(D 


x'  désignant  une  constante  qui  serait  évidemment  nulle  si  les  deux  hémi- 


V 
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sphères  terrestres  étaient  identiques,  de  sorte  qu'on  peut  dire  que  l'expression  Ro 
représente  en  quelque  sorte  l'effet  de  la  différence  des  deux  hémisphères.  Cher- 
chons son  influence  sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Elle  doit  être  très  faible,  et, 
si  elle  arrive  à  être  appréciable,  ce  ne  pourra  être  qu'à  la  faveur  d'un  très  petit 
diviseur  introduit  par  l'intégration.  Il  y  en  a  précisément  un  qui  correspond  à 
l'argument  -+-  2O;  le  périgée  fait  sa  révolution  en  9  ans  et  le  nœud  en  18  ansf  ; 
la  vitesse  moyenne  du  périgée  est  donc  presque  égale  à  deux  fois  la  vitesse 
moyenne  du  nœud,  prise  avec  un  signe  contraire,  et  le  coefficient  de  t  dans 
-\- 2.0  est  très  petit.  L'inégalité  en  question  contiendra,  comme  on  sait,  le 
facteur  6cp-.  Aussi  doit-on  avoir  recours  à  l'expression  (5)  de  sin(D  et  y  conser- 
ver 3)^,  ce  qui  donne 

sin(î)  =  sint^  sinco  +  9  sin(t^  —  9)  cosco  —  ^  9^  sin(('  —  cosÔsinw. 

3 

Le  terme  en  cp^  dans  sin^to  —  ^sinoD  est 


3cp2  sin  w 


sinç  sin^(('  —  6)  cos^w  —  ^  sin^w  sin-  ç  cosô  sin  {i'  —  9)  -\-      sin((^  —  d)  cosôj 


Il  faut  y  chercher  la  partie  qui  contient  l'argument  2O;  cette  partie  a  pour 
expression 


3 

-  cp^  sinw 


ou  bien 

3 


—  COSTCO  sinp  cos(2  ('  —  2O)  —  ^  sin^co  sin^ç  sin(('  —  2Ô)  +      sin     —  20)  J 


3         r  ~\ 

(22)  ^cp^sinw    Cl  sin(3(^  —  20)  +  C2  sin((^  —  20)  —  ^  sin^co  sin(^'+ 20)1 , 

où  les  coefficients  C,  et  Co  sont  des  fonctions  de  co  qu'il  est  inutile  de  dévelop- 
per. On  doit  remplacer  maintenant  ^  par 

D'autre  part,  on  peut  prendre  pour  l'autre  facteur  ^  de 

(23)  _L  —  _L  [i  4_4eeos(/-îiî)]. 


Il  faut  ensuite  faire  le  produit  des  expressions  (22)  et  (23),  la  première 
étant  transformée  comme  on  l'a  indiqué  plus  haut.  On  voit  assez  facilement  que 
l'argument  3ç^  —  2Ô  ne  donnera  pas  de  termes  indépendants  de  /  et  que  l'argu- 
ment   —  2O  ne  produirait  que  des  termes  en  xn  —  2Ô,  que  nous  n'avons  pas  à 
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considérer  ici.  L'expression  (22)  doit  être  réduite  à 


3 

—      9^  sin^w  sin($^  +  20) 


ou  encore  a 


3 

(22  bis)     —  Yg9'sin^«[sin(^+29)  — esin(ci7  +  29)  h- e sin(2 Z  —    +  2 0)]. 

En  faisant  le  produit  des  expressions  (22  bis)  et  (23),  portant  dans  et  ne 
conservant  que  les  termes  de  la  forme  cherchée,  il  vient 

R2- —  Yg>''fM^92esin^wsin(Gî  +  2  0) 

ou  mieux  encore 

3 

(24)  R2=—  Y6^''^'-^9'esin'wsin(cT  + 20). 

Les  formules  (7)  donneront,  avec  cette  valeur     de  R, 
da 


et 


dt 

0, 

de 

d}  ~~ 

dc^ 

Wt  " 

8 

dr^j 

~dt  ~~ 

de 

'di  ~~~ 

de 

dû  ~~ 

a 


a,  y  Y 


e  sin^^w  sm(TïT  +  20), 


(25) 


On  en  tire,  en  se  rappelant  que  y  et  h  représentent  les  coefficients  de  t  dans 
trr  et  0, 

^^"^Tê^TT^i^j  cp^sm3cosin(^  +  2  0), 
8  ''^TT^Uj  ^?sm3cosin(^+20). 
Il  faut  remplacer  e  et  cp  par  e  +  le  et  9  +  ^9  dans  l'expression  complète 


l58  CHAPITRE  IX. 

de  ~j  qui  contient  notamment 


cela  donnera 


Il  \  8^8 


y  — ■  (cp  ^cp  —  e  âe)  =  -z^k'  -.  r  (  —  1  eo^  sin^ w  sinfro  +  2  0). 


Cette  partie  devra  être  réunie  à  l'expression  (25),  ce  qui  donnera 


de  3  ,  /«, 
—  —  -^rjy.  ni  — 
dt      64  \a 


-38 


sin^w  sin(cLj  +  2  0), 


«(7  +  2  A) 
d'où,  en  intégrant, 

(26)        Ô£  = — -prr'ii'-  t(  —  I  (Q'^^-r  r — 38  )  e sin^ 0)  cos (gt  +  2  0) . 

64y  +  2A\a/\'^y  +  2A  ^  ^ 

Cette  expression  de  représente  à  fort  peu  près  la  correction  de  la  longitude 
de  la  Lune,  qui  provient  de  R^.  On  a 

y  —  o,oo8  452/z,       h=z  —  0,0040217/2, 

d'où 

y  H- 2  A  =  +  0,000  4o8  6/i. 
En  substituant  dans  (26),  on  aurait 

(5(^  =— o",  25x' C0S(CJ  H-  2  0). 

Bessel,  en  comparant  au  calcul  les  longueurs  du  pendule  observées  dans  les 
deux  hémisphères,  a  trouvé  que  l'on  pouvait  prendre  x'  =  0,000 33;  dans  ces 
conditions,  l'inégalité  dont  il  s'agit  est  entièrement  insensible  ;  sa  période  serait 
d'environ  1 79  ans. 

76.  Inégalité  de  Laplace.  —  Laplace  en  a  signalé  une  autre  ayant  à  fort 
peu  près  la  même  période  (son  argument  serait  w-f-  2G  —  3gt')  dont  nous  allons 
faire  le  calcul  approché.  Cette  inégalité  doit  contenir  le  petit  facteur  c^^ee'^. 
Reprenons  la  fonction  perturbatrice 

où 


2  /  r  *   \  2  2 


 a^a;'  +  y  y'  H-  zz' 
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On  a  d'ailleurs 

—  —  cos  r  ■+■  -  (a-  sin  0  sin  (  • —  6),  —  cos  c', 
r                  2  ^ 

y  I  y' 

iL  —  sin   cp2  cos  0  sin  ((^  —  Q),  —  sint^', 

-  =9sin((^  — 0),  -,  =  o; 


on  en  tire 


5=:cos(p—  p')  92sin((^  —  0)sin(p'—  9). 


En  substituant  dans  R  et  ne  conservant  que  les  termes  qui  contiennent 
et  2 G,  on  trouve  sans  peine 


n 


[~,\    '"^  9^'[C0S(2P  —  2  0)  +  C0S(2t'' —  2  0)] 


3  ,„ 


7  9^  [6  cos ((^ H-    —  2  0)  +  5  cos(3  p —  v' —  2  0)  +  5  cos(3   —  v  —  2  0)]. 


Soit  w  l'anomalie  vraie  de  la  Lune  ;  on  a  ç'  =  4-  cr,  et  l'on  ne  doit  conserver 
que  les  termes  où  ©  et  G  entrent  seulement  dans  la  combinaison  cr  +  2G.  On 
devra  donc  se  borner  à 

R=3^^'^(p)  -,9^cos(3.'-«.-^-20). 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  développement  de  R  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  'C  du  Soleil,  la  partie  non  périodique 
est  identiquement  nulle.  Cela  revient  à  démontrer  les  équations 

S]n3(^'  r  cos3p' 

— — —  âXJ  =  o,  /  dt:  =  o, 

ou  bien  les  suivantes 

/'^^sinSw'  r^'^cosSw' 

où  w^'  désigne  l'anomalie  vraie  du  Soleil. 
Or  ces  équations  deviennent 

(i  -h  e'  cospp')^  cos3wp'<^pp''  =.  o, 
(27)  { 

/     (i  +  e' cos (^')^  sin  3  r=  o, 

«^0 


i6o  CHAPITRE  IX. 

quand  on  a  égard  aux  relations  connues 


\a' J  i  +  e'coswp' 

Les  formules  (27)  se  vérifient  immédiatement.  On  voit  donc  que,  dans  la 
première  approximation,  il  n'y  a  pas  d'inégalité  de  la  forme  indiquée.  On  en 

trouverait  une  cependant  en  prenant  dans  R  la  portion  qui  contient  ^  en  fac- 
teur; mais  elle  renfermerait  le  coefficient 


qui  est  du  douzième  ordre,  si  l'on  considère  ^  et  comme  de  petites 

quantités  du  second  ordre,  les  autres  étant  du  premier,  et  serait  aisément  né- 
gligeable. 

Le  calcul  que  nous  venons  d'exposer  est  dû  à  Poisson.  Laplace  supposait  que 
l'inégalité  pouvait  être  sensible;  il  avait  même  déterminé  empiriquement  son 
coefficient  pour  faire  cadrer  la  théorie  et  l'observation.  Mais  il  n'est  pas  prouvé 
qu'on  ne  pourrait  pas  retrouver  l'inégalité  en  question  en  combinant  des  per- 
turbations d'ordre  inférieur.  Nous  devons  dire  toutefois  que  Delaunay  déclare 
{Comptes  rendus,  t.  XLVII,  p.  8x3;  i858)  qu'il  a  calculé  l'inégalité  en  question 
par  sa  méthode,  en  tenant  compte  du  carré  et  du  cube  de  la  force  perturba- 
trice, et  qu'il  a  trouvé  le  coefficient  inférieur  à  o",ooi,  donc  absolument 
insensible. 


77.  Influence  du  déplacement  de  l'écliptique  sur  le  mouvement  de  la 

Lune.  —  Nous  avons  déjà  considéré  (p.  i36)  cette  influence,  mais  seulement 
sur  la  latitude  de  la  Lune;  nous  allons  reprendre  la  question  et  la  traiter  com- 
plètement par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en  suivant 
un  calcul  très  simple  dû  à  M.  Radau  {Bulletin  astronomique,  t.  IX,  octobre  1892). 

Soient  cp'  et  G'  les  quantités  analogues  à  cp  et  à  G  qui  déterminent  la  position 
de  l'écliptique,  par  rapport  à  un  plan  fixe,  l'écliptique  d'une  époque  déter- 
minée. On  pourra  prendre  pour  expression  de  la  force  perturbatrice  celle  de  la 
page  r44»  où  figurent  y],  e  et  e';  en  négligeant  les  excentricités  et  les  termes 
périodiques,  il  viendra  simplement 

(28)  R==,i'2rt2  _  ^.^2^, 

Si  l'on  considère  le  triangle  sphérique  formé  par  l'orbite  de  la  Lune,  l'éclip- 
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tique  mobile  et  le  plan  fixe,  dans  lequel  un  côté  et  les  angles  adjacents  ont 
pour  valeurs  respectives 

0  —  9',    9'    et    180"— cp, 
le  troisième  angle  J  étant  lié  à  ■/]  par  la  relation 

.  J 

Y]  1=  sin  -) 
2 

on  aura 

cosJ  =  1  —       =  COS9  cos9'+  sin 9  sin 9'  cos((9  —9'). 
d'où,  en  négligeant  les  petites  quantités  du  troisième  ordre  en  cp  et  cp', 

(29)  4-0^  =  9^  H- 9'^-  299' COS  (0—0'). 

Les  formules  (28)  et  (29)  donnent  ensuite 

9'-  §9''^-|??'cos(0-e')]• 


R=:/^'2a2 
On  en  conclut 


d9  _ 

I  dR 

3 

«'2  ' 

dt  " 

na^cp  do 

7" 
4 

II 

(^9 

I     dU  _ 

3 

'dt  ~'' 

4 

?i  ^ 

9 

I  —  —  CCS 

9 


(0-0')], 


Si  l'on  pose 


on  trouve  aisément 


9  sinS  =p,  9  cosô  =  ^, 
9'sin0'  =  /;>',       a^' co?,9' =  q' , 


I  ûfe  , 


(30)  .  i^l^^-p+p'^o, 

h  —  -  — 
[\  n 

Pour  intégrer  ces  équations,  on  pose,  en  désignant  par  A  et  B  de  nouvelles 
variables, 

[  p=  A  sin  +  B  ces  A^, 
(  5' =— A  cosA^  H- B  sin  A^. 


(3i) 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (3o),  il  vient 

.    ,   dk  ,   d\\      -  , 

sin  ht—, — I-  coi ht—,  hq'  =:  o, 

dt  dt        ^  ' 


,   dk        .    ,  dB      ,  , 

cos  ht—  sniA^— 7-  —  hp—o, 

dt  dt  ^ 


T.  -  ITT. 
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d'où 

^  =:  h  {c/ sin  ht p' cos ht) , 
—  =::z  h  (q' cos  ht —p' sin  ht) . 

Intégrons  par  parties  et  désignons  par  Ao  et  deux  constantes  arbitraires; 
nous  trouverons 


(32) 


A  =  Ao+ p' &in ht  — q'cos ht  —  J (^m  ht^  —  cosht'^^  dt, 


B  =  Bo  +  p' C05  ht -h  q' sin  ht—  J  (cosAi^  +  sin 

Or  on  peut  admettre  que,  pendant  un  temps  très  long,  ^  tît  ^  restent  con- 
stants, et  poser  (Le  Verrier,  Annales  de  l'Observatoire,  t.  II,  p.  172) 

=  —  o",  o5q  —  b  —  (ji  sin  Q' , 
dt  ^ 

I      ^  =-0",  476  =  0  =  cocos  9', 

Les  formules  (32)  et  ('3i)  donnent  ainsi 

A  =  Ao  H-  p'  sinht—  q'cosht  +  ^  (  ^  cosA^  +  c  sin  ht), 
B  =  Bo  +  p'cosht  +  q^  s,mht  +  ^  (~  ^  sin  ht  +  c  cos  ht), 

p=     Ao  sin  ht +  Bq  cos  ht p' -\- j^, 

q  z=  —  Ao  cosA^  +  Bo  sin/i^  +    — ^• 

On  peut  poser 

Ao  =— cpi  cos  Al,       Bo  =  9iSin/ii,       9i  =  hi  —  ht, 
/?!  =  tpi  sin^i ,       ^1  =  9i  cos  (?i , 

OÙ  tp,  et     désignent  des  constantes,  et  il  vient  ainsi 

(34)  p=py-i-p'+j^,      q  =  qi  +  q'—\' 

Les  accroissements  de  p  et  de  q,  dus  au  déplacement  de  l'écliptique,  seront, 
à  très  peu  près, 

(35)  dp:=p'+y         èq  =  q'-y 
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On  aura  aussi,  pour  la  variation  de  l'angle  J  que  forme  l'orbite  de  la  Lune  avec 
l'écliptique  mobile, 

Soit  s  le  sinus  de  la  latitude  rapportée  au  plan  fixe  ;  on  aura 

s  =  sincjj  sin(p  —  9)  =  g  sinv  —  p  cost-, 

d'où,  en  négligeant 

ds  =  sin  ^>     —  cos  ç  dp 
OU  bien,  en  ayant  égard  aux  relations  (33)  et  (35), 

ds  =  c^'sm{ç  —  e')  —  j^cos{i>  —  e'). 

Le  dernier  terme  représente  l'inégalité  cherchée  de  la  latitude,  rapportée  à 

l'écliptique  mobile.  Le  coefficient  ^  a  pour  valeur  i",36,  ou  mieux  i",42,  si 

l'on  attribue  au  moyen  mouvement  annuel  h  du  nœud  sa  valeur  plus  exacte 
0,338.  L'inégalité  devient  alors 

ès  —  —  i",^2  cos(('  —  9')  —+  i" ,^1  cosc  —  o",  17  sin  v. 
On  a  maintenant,  pour  l'inégalité  correspondante  de  la  longitude, 

àv    '  de , 

dl  lia  àa       ma''  c^cp 

d'où,  en  remplaçant  R  par  sa  valeur  ci-dessus, 

^         —  +  -  :l-rcp2+a)'2_  2  99'cos(0-0')]  -  S  —  [9^-99'cos(e-9')]. 
dt  II        Q.  n  on 

En  introduisant  p,  q,  p'  et  q'  et  négligeant p''^  +  q'-,  il  vient 

Jt  --^--\^'^\  ^'(P'-^^n  -  l  Hpp'-^qcj'). 

Remplaçons  p  ai  q  par  leurs  valeurs  (34),  omettons  les  parties  constantes  et 
les  termes  du  second  degré  en  b,  c,  p'  et  q'  -,  nous  trouverons 

^  =?,{cpy  —  bq,)—  ^-h{p,p'  -\-qyq'). 

On  en  tire  en  intégrant 

^       .       5  bpy  -\-  cq^       I  ,  , 
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on  vérifie  aisément  ce  résultat  en  différentiant  et  ayant  égard  aux  relations 

dt  -  dt  -  ^^P'^ 

dt        '  dt  ' 

Si  l'on  introduit  de  nouveau  9,,  0,,  (p'  et  Ô',  il  vient 

5  I 
â<'=  ^^a)9,cos(0i— 0')  +  -9icp'sin(0i-  0'); 

en  remplaçant  ^^  par  cp  =  1^,  on  trouve  enfin 

àçzzz  ^(p<p'  sin(0— 0')  +  5y|cos(0  — 0'). 

Le  coefficient  de  cos(6  —  G')  est  égal  à  o",3i,  quand  on  attribue  à  h  la  va- 
leur o,'^5,  qui  résulte  de  la  première  approximation. 
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CHAPITRE  X. 

THÉORIES  DE  MM.  LUBBOCK  ET  DE  PONTÉCOULANT. 


Ces  deux  théories  sont  fondées  sur  les  mêmes  principes;  la  première  est  con- 
tenue dans  divers  fascicules  parus  en  t833,  i836,  1837  et  1840  sous  le  titre  : 
On  the  Theory  of  the  Moon,  and  on  the  Perturbations  of  the  Planets.  La  seconde 
remplit  en  entier  le  Tome  IV  de  la  Théorie  analytique  du  système  du  Monde,  paru 
en  1846. 

Les  deux  auteurs  ont  cherché  à  obtenir  directement  les  perturbations  de  la 
longitude,  de  la  latitude  et  de  l'inverse  du  rayon  vecteur  de  la  Lune,  dévelop- 
pées en  sinus  et  cosinus  d'arguments  variant  proportionnellement  au  temps; 
ils  ont  introduit,  dès  le  début,  comme  Poisson  l'avait  conseillé,  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune  au  lieu  de  la  longitude  vraie.  Lubbock  s'en  est  tenu  aux 
premières  approximations;  le  travail  de  M.  de  Pontécoulant  est  beaucoup  plus 
étendu,  et  c'est  celui  dont  nous  donnerons  une  idée  assez  complète  dans  les 
pages  suivantes. 

78.  En  supposant  égal  à  l'unité  le  produit  de  la  constante  f  de  l'attraction 
universelle  par  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  et  désignant 
par  X,  7,  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  Lune,  par  R  la  fonction  pertur- 
batrice, on  a,  comme  on  sait,  les  équations  différentielles 

'  dt'-  dx'      dt'^7''~d^'      "dr- 7'  — 'ôz' 

Multiplions  ces  équations,  d'abord  par  x,  y,  z,  ensuite  par  idx,  idy  et  idz\ 
nous  trouverons 

j     dxl+df^^d^  I         /d^  dl\,  ,  \ 
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Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  l'écliptique  supposé  fixe;  soit  la  lon- 
gitude de  la  Lune  comptée  dans  ce  plan,  s  la  tangente  de  sa  latitude  au-dessus 
de  ce  plan.  On  aura 


(3)  x^-—=,  y 


y/ 1  H-  5-  \Ji  +  s^  \/'  I  +  5 

on  en  tire  aisément 


—,  5 


^  dr      ^  dx  ~^    dy      ^  dz 


et 


dx^-  +  dy^' 

-1-  dz- 

dr'- 

dv''- 

ds" 

di- 

~  ^ 

I  4-  s"  dC' 

(  I  +  5- 

Y  dt^' 

dP-x 

d^  y 

^y-dë--^ 

d^z 
^'dë 

--(x 
dt  \ 

dx  dy 

 1-  y  — — h 

dL       ^  dt 

^dz\ 
dt)' 

dx^'-V 

dY^+  dz"' 
dt' 

d'^r 
~''~dë 

/■^  dv'^ 

r 

-  ds" 

1  +  5^  df^ 

(.+ 

s^'f  de" 

de  sorte  que  les  équations  (2)  donneront 

1  1_,   - —  -I  — .  —  —  =.1  /  <i'  R , 

dt''       1  + s'  df       {i  +  s')-  df      r      a  J 


(4) 


6/2  /•  ds^      i  _  ,  ^ . 


on  a  posé,  pour  abréger, 

^,13     àJ{,       âR,  ôR, 

(5)  ^'«^^  d7^"+^,r^^  +  ^.^- 

et  —  ^  désigne  la  constante  qui  accompagne  l'intégrale  2  J' r/'R,  dont  le  sens  est 
précisé  par  la  formule 

r  rfàR  dx      dR  dy      ÔR  dz\  . 

J  J  \àx  dt      dy  dt       âz  dt  J 

En  ajoutant  les  équations  (4),  on  trouve 

I  d'r^      I       I  dR 


c'est  une  équation  fondamentale  dans  la  théorie  actuelle  :  elle  se  trouve  déjà 
dans  la  Mécanique  céleste  de  Laplace. 

Multiplions  maintenant  les  deux  premières  équations  (i)  par  —y  et  H- a?; 
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nous  obtiendrons 

d  (   dy        dx\        dV\        d\\  d\\ 


dt  \^  di         dt)     ^  dy         dx      dv  ' 

d'où,  en  ayant  égard  aux  formules  (3)  et  désignant  par  h  une  constante  arbi- 
traire, 


Enfin  la  relation 

_     /•     (m  _    rs  dV, 
ds      y/i  _(_  ^  âz       I  H-  s-  âr 

permet  d'écrire  comme  il  suit  la  troisième  des  équations  (i)  : 

„  d'        rs     \       I       rs         y/i  +  .9^  âll  s  dR  

dr-  \^TT7^  j  ~^  H  ?       ds      ^TT72  °' 

Les  équations  (A),  (B),  (C)  vont  maintenant  nous  servir  de  point  de  départ. 
Soient  r'  et  ç'  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  du  Soleil;  on  aura,  comme  on 
l'a  vu  à  propos  de  la  théorie  de  Laplace, 

1    l\z=z  [l  —  3^2+  3(l  —  5^)  C0S(2     —  2t>')] 

1        H- -j-^    3  (  I  — .— 5M  cos((' —  p')  +  5  (  I  — -^M  cos(3(^  —  S^»') 


où  m'  désigne  le  produit  de  la  constante  f  par  la  masse  du  Soleil. 

79.  Quand  on  fait  abstraction  de  R,  les  formules  (A),  (B),  (G)  deviennent 

/  I  d'^ /■-       I       I  dç         'i  -h  s-  ' 

\  2  dt^        r      a  dt  r^ 

d^  f     rs     \        I  rs 


dr-y^.^s'^j    r^  ^■ 


o. 


I  +  s' 


On  déduit  de  ces  équations  les  développements  de  r,  v  et  s,  que  nous  repro- 
duisons en  négligeant  les  troisièmes  puissances  de  l'excentricité  et  de  l'incli- 
naison, 

/■          g2  Q-i 
-  =  I  H  e  cos  9  cos  2  0)+..., 

(8)  \  ,  .  5   ,   .  y2  . 

'  p  = /i^  H- £  H- 2  e  smtp  +  7     sin2cp — sin  2  y]  + .  .  . , 

4  4 

\  s  =  y  sin  y)  +  e  y  sin (9  —  -n)  -\-  ey  sin ( 9  +  yj )  + .  . .  . 
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y  est  la  tangente  de  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  le  plan  des  xy,  (p  l'anomalie 
moyenne  et  -q  la  distance  moyenne  de  la  Lune  au  nœud  ascendant  de  son  orbite; 
on  aurait  donc,  en  employant  les  notations  bien  connues, 

tp  —     +  £  _  c7,      n  ^  /it     £  —  Q, 

où  m  et  Q  désigneraient  des  constantes.  Mais,  en  raison  des  variations  rapides 
du  nœud  et  du  périgée,  les  formules  précédentes  ne  donneraient  qu'une 
approximation  insuffisante.  Aussi  l'on  pose 

I   cp  =  Cnt  H-  £  —  C7  =:       +  £  —  [cï  +  (l  —  C  )  /it]  , 

(q) 

I  r}=gnt  +  £-  Q  =nt  +  £-[Q-^{i~ff)  nt], 

OÙ  C  et  ^'représentent  des  constantes  qui  seront  déterminées  ultérieurement. 

On  voit  que  cela  revient  à  considérer  une  ellipse  mobile  tournant  uniformé- 
ment dans  son  plan,  tandis  que  ce  dernier  se  meut  uniformément  aussi  autour 
de  l'axe  de  l'écliptique;  (\  —  c)nt  et  (i  —  /z/  sont  les  moyens  mouvements 
du  nœud  et  du  périgée.  Les  formules  (8)  et  (9)  cessent  de  vérifier  les  équa- 
tions (7);  mais  nous  avons  le  droit  de  les  prendre  comme  point  de  départ  de 
nos  approximations.  Dans  ce  qui  suit,  a,  n,  e,  y,  £,  m,  Q  seront  des  constantes 
absolues,  même  dans  l'orbite  troublée  de  la  Lune;  nous  prendrons  pour  n  la 
valeur  qui  se  déduit  directement  de  l'observation,  de  sorte  que  n  sera  la  valeur 
angulaire  moyenne  dans  l'orbite  troublée,  a  se  déduira  de  ji  par  la  relation 
TÎ^a^  =  \  :  c'est  la  définition  même  de  a. 

On  aura,  pour  le  Soleil,  des  formules  analogues  à  (8),  qui  seront  supposées 
représenter  exactement  son  mouvement, 

— :  —  I  H  —  e'  cos  9'  cos  29'  +  ..., 

a'  2  ^        2  ^ 

5 

,      =  mnt  4-  £'  +  2  e'  sin  9'  H-  7  e'^  sin  2  9'  -r  . .  . , 
(lo)  {  ^     4  ^ 

9'  =.  n'  t  -\-  s,'  —  w'  —  mnt  +  e'  —  m', 


m  =  — 
n 


La  quantité  m,  rapport  des  moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune,  est 
constante. 

80.  Si  l'on  porte  les  expressions  (8)  et  (10)  de  r,  ç,  s,  r'  et  ç^'  dans  l'expres- 
sion (6)  de  R,  ou  plutôt  dans  sa  première  partie,  à  laquelle  nous  nous  bornerons, 

(II)  R  =  i  n'^r'-  (~y[i-3s'-^3{i-s^)cosi2ç  —  2ç')], 


(12) 
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on  obtient  sans  trop  de  peine  le  développement  suivant  de  R,  dans  lequel  nous 
avons  supposé  a  ~  i  et,  par  suite,  n  —  \  et  m  =  n! , 

■K  —  —,  e  cos  9  ^  e-  cos  2  9  h  r-  e'  cos  9'  +  2-—  e'-  cos  2  cd' 

/      /          M      3  m-                     ,^      Sm^  ^ 
■  ^— ee'  cos(9  —  9')  —  ee'  cos (9  +  9')  h  ^cos2^ 

 e  cos  (  2  ^  —  9  )  H  e  cos  (  2  4  +  9  )  H  g—  é  cos  (2^  —  9') 

 g—  e  cos (2^  +  <P  )  H  g—     cos(2|  —  29)  +  .  . . . 

Nous  avons  posé,  pour  abréger, 

—  l'  =  Ht  +  z  —  a'  t  —  t'  —  {  \  —  m)  t  -\-  s.  —  t' , 

et  nous  avons  fait  y  =  o,  pour  simplifier  notre  exposition.  Tous  les  termes  du 
troisième  ordre  ont  été  écrits  et  même  plusieurs  du  quatrième;  on  en  verra  la 
raison  plus  loin. 

De  Pontécoulant  désigne  par  y  la  valeur  de  ^  déduite  des  formules  (8) 

I 

—  =  1  +  e  cos  9  +  e-  cos  2  9  H- ... , 
et  par  y  la  valeur  exacte  dans  l'orbite  troublée  :  il  pose 


Il  introduit  ainsi  ~  et  ~ ,  et  non  pas  A■^  et  r,  parce  que  l'une  des  inconnues  finales 

est  la  parallaxe  de  la  Lune,  qui  est  représentée,  à  un  facteur  constant  près, 

par  j'  Il  admet  ensuite  que  §4"  peut  se  développer  en  une  série  de  cosinus 

portant  sur  les  arguments  9,  29,  9',  qui  figurent  dans  le  développe- 

ment (i  2)  de  R, 

(  ^— =     «^0+ «^1^  COS9  +  «2  e- COS29  +  «3  e' COS9' +  «4  e'- COS29' 
(,3)  ;  +     ee' cos  (9  r- 9')  H- ee' cos(9  H- 9')  H- «7  cos2| 

I  +  «8  e  cos(2^  —  9)  -I-  rt-g  e  cos(2^  H-  9)  +      e'  cos(24  —  9') 

>  +  «11  e'  cos (2^  H-  9')  +  <7i2  e-  cos(2^  —  29)       . .  . 

Uq,  a^,  2»  •  •  •  sont  des  coefficients  indéterminés  dont  il  faut  calculer  les  va- 

leurs, ce  à  quoi  l'on  arrivera  au  moyen  de  l'équation  (A);  mais  quelques  expli- 
T.  -  III. 
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cations  préliminaires  sont  nécessaires.  On  a 
d'où,  par  la  formule  du  binôme, 


j,%  —  /-ï  —  2  r\ 0 


L'équation  {h)  devient  ensuite 


(f4) 


2  1  dt^  df' 


I     .1      I        /■  „^ 

 d  H-=2 


Posons 


remarquons  que  l'expression  (i  i)  de  R  donne 

dR  R 

rappelons-nous  que  nous  avons  supposé  <2  =  i,  et  l'équation  (i4)  deviendra 

d^  à  — 

r,      ^  i        i  I  d^r\      (i^P         C-nry  tj 

(.6)  +  rfF  +  V'"'"^'''  =  °' 

on  a  d'ailleurs 

1  —  —\  —  e  cos  9  -i-  e-  cos  29+..., 
1  '1 

,  3  ,  I  „ 

(17)  /        /-j  =- I -i-  -  e^— 2e  COS9  —  -  e- C0S2cp  +.  .  .  , 

I  =  c-(2ecos9  +  2e- COS29)  4-. .  .  ; 

le  facteur  c-  provient  de  ce  que  ^  =    [formule  (9)]. 
81.  On  a  ensuite 

dKz=:  -^dx  +  .  .  .-\-  -z—j  dx'  + .  .  .  , 
ox  ox' 

dK^dR  -\~  '^,dr'^^^,dv' -, 
or  av' 
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or,  d'après  (i  i), 


Il  viendra  donc 
d'où 


ou  bien,  en  tirant  dr'  et  dv'  des  formules  (lo), 

I  2 J^rf'R  +  2R  =   R  +  6/?z  J R  ^e'  sin  9'  H-  ^  e'^  sin2  9'^  f/^ 
I  -\-       J ~  i^i  +  2e'  coscp'  H-  ^  e'^  00829'^  g?^. 


(18) 


Nous  chercherons  dans  seulement  les  termes  en  m-.  Il  faudrait  donc, 
semble-t-il,  prendre  dans  les  deux  derniers  termes  de  la  formule  précédente  R=o 

et  ^  =  o,  car,  autrement,  le  résultat  du  calcul  contiendrait  m?  en  facteur. 

av 

Mais  il  faut  remarquer  que  certains  termes  s'abaissent  d'un  ordre  par  l'intégra- 
tion; ainsi,  en  bornant  le  développement  (12)  à 

R  —      4  y-  e  cos©', 

4  4 

on  aura 

R  (  e'  smcp'+  -  e'2  811129'!  —  —  e'  8m 9'+  — ^  e'^  sm  29', 

d'où,  en  multipliant  par  dt,  intégrant  et  remarquant  que  le  coefficient  de  t  dans 
cp'  est  égal  à  m, 

J R  (e'  sin9'H-  ^e'^sin29'^  dt  —  —  ^e'  COS9'—       e'^  CO829'. 

Il  faut  maintenant  calculer  Or  l'expression  (11)  de  R  ne  contient  que 
V  —  v' ,  et  l'on  a 

5  5 

—  p'  —  ^  +  2esin9  —  2e'  sin9'+  ^    sin29  —  ^ e'^  sin  29'  + . . .  . 
On  en  conclut 
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et,  en  se  reportant  à  l'expression  (12)  de  R,  on  voit  que,  pour  avoir  un  abaisse- 
ment dans  l'intégration,  il  faut  prendre  seulement 

-^=—  -^'n-e^sm{2^  —  29). 

On  aura  ensuite 

/dJi  (  5  ^  1 5  r 

-^1^1  +  2  6'  ces©'-!-  -     ces 2 9' j  dt  —  —  ~-  m-e^j  sin(2|  —  29)  t/^ 

1 5  nx^ 

—  -C0S(2|—  2  9)- 
4      (  I  —  m  ~  c)  ^ 

En  portant  les  résultats  précédents  dans  la  formule  (18),  il  viendra 


I  2^^/'    -h  2R  =  4R  -        e'  COS9' 

Z  o 


('9)  0/^2  „  ,  i5m2 

--^e'-cos29'      —  -_cos(2^-29). 

iH  

Si  donc  on  pose 

(  r^/u  <^R 

(20)  \  ^  /  "     + ^  =  const.  4- Rie  COS9  4- Rje- COS29  +  R3e'cos9' 

(  +R4  e'^  cos2  9'h-  .  .  .  +  005(2^  —  29)  + ... . 

on  trouvera  sans  peine,  en  ayant  égard  aux  formules  (12)  et  (19), 

R,=-2ms   R.=-'^^  R3=^^    R.=^'  R«=-3..s 


(21)  \ 


c  —  I 

I  H-  2 


liii — —    j  JK 


2                    *^           4  C-I 
I  H  


82.  L'expression  (rS)  de  P  peut  être  bornée,  dans  la  première  approxima- 
tion, à 

=  —  ('1  —  0        =  (3ecos9  —  3e2)      +     e  COS9  +  «36'  0039'+  C0S2^ 

--^«8^008(2^  —  9)  +«9  6'COS(2|+  9)]. 

Si  donc  on  pose 

^^^^^^  I  P  =  Po+Piecos9  +  P2e2cos29  4-P3e'cos9' 

î  +  P^e'^  cos29'+. . .  + P,2e2cos(2|  — 29) -f-  
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on  trouvera 


(23) 


Pi  =  3^0, 


3  a 


P3  =  P,  =0, 
P 


r  o  —  


Pu—  o, 


3  a. 


on  a  négligé  e-a^  et  devant 

On  peut  maintenant,  dans  l'équation  (i6),  égaler  à  zéro  les  coefficients  de 

ecoscp,    e-cos2cp,  e- cos('2^  —  29), 

en  tenant  compte  des  formules  (20)  et  (21)  et  ayant  égard  aux  expressions  (17) 
de  —  —  I  et  de     '  ^ 


«6 

«9 
«10 
«11 
«12 


On  trouvera  ainsi 

I  +  a,)  (c^—  i) 
4  c"- —  i)  +  c-  —  I 
/«^  —  I  ) 

4««'  — i) 

(c  —  m)'- —  i] 
(c  +  m)^— 1] 
4(i  —  m)-—  i] 
(2  —  c  —  imy-  —  i] 
(2  H-  c  —  2/?l)^  —  i] 
( 2  —  3  m)^  — ^  i] 
(2  —  niy —  i] 
(2  —  2  c  ^ —  2    )  —  I  ] 


.  R,  +  4c^P2,  • 

•R3  ^'n^Ps, 

^Ri  4-4/«^P4, 

:R5  "f-(c-m)^P5, 

:R6   +(C  +  /^)2P6, 

:R7  +4(r-m)^P,, 
Rg  +  (2  —  c  —  2m)2Pg, 
Rg  H- (2 -t- c  —  2m)2Py, 
R10+  (2  —  3m)2Pio, 
:  R11-+-  (2  —  m)2Pii, 
R12  +  (2  —  2c  —  imy  P12. 


Remplaçons  dans  les  formules  précédentes  les  R,-  et  les  P,  par  leurs  va- 
leurs (21)  et  (23)  et  réduisons  les  coefficients  de  et  P,  à  leurs  valeurs  prin- 
cipales, au  moyen  de  l'expression  approchée 


c  =  I  —  y 
4 


qui  sera  obtenue  dans  un  moment;  nous  verrons  que  les  coefficients  de  «5,  a^, 
et  rtg  contiennent  m  en  facteur.  Nous  trouverons  finalement 


(24) 


(i  «i)  (c^—  i)  3c^ao  —  2m% 
«,(4c^ —  i)  M-     —  I 


bc-a,  


174  CHAPITRE  X. 

et 


«3  =  —    ,  «4  =  —  i  «5  =  — —  >  «6    — 

2 


8 


10  m  33  m- 

(2.5)         {  «7  —  m-,  fl-g  =  ~8  ~76~'       ^^"^  ~2~ 

ct^x^^  —  ■ —  J 


2 


Nous  avons  ainsi  calculé  les  parties  principales  des  perturbations  de 

83.  Passons  maintenant  au  calcul  des  perturbations  de  La  formule  (B) 
donne,  pour  ^  =  o, 

en  posant 

On  tire  de  la  formule  (12) 

—  sm24+  — -esm(2^  — 9)  esiii(24  +  9) 

(7Ç  2  2  2 

21^2  ^  3  m-   ...   5.  i5m-  ,  .  ^ 

 ^  e' sin(2^  —  9')  -h  — e'siu(2^  +  (p')  — É'-sm(2^  —  29). 

4  4  4 


Il  en  résulte 

I  r3m2         y.      qrn^         ,   ^        ,      m^         /   e  ,  \ 

U  ~  ~r    —7—  cos  2  ^  —  —  e  cos  (  2  4  —  9  )  H  e  cos  (  2  ^  +  9  ) 

/•j  [   4  2  2 

+  ^e'C0S(2^-9')-  C0S(2^4-9')  -  i|^e2cOS(2^-29)] 

d'où,  en  remplaçant  ^  par 


iH  H  2  e  cosqj  H  COS29, 

2  •        2  ' 


U  =        cos  2 ^  '-7—  e  cos  (  2  ^  —  9  )  H  "~  e  cos  ( 2 1  +  9) 

44  ^ 

,                               2 1  m^  ,       .y.       , ,      3  m^  /   V  ,     /  N 

(27)  <  H  g— e'cos(2^  — 9')  g- e' cos(2^  + 9  ) 

f  '5m  „       .  , 

1   ô— e- cos(2£  —  29). 

On  remarquera  que  le  coefficient  de  cos  (2^  —  29)  a  déjà  perdu  un  facteur  m. 
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On  a  ensuite 


d'où  il  résulte 

5  e'^ 

=  I  H  H  2ecOSC0  H  C0S2cp 

2  '         2  ^ 

H-  (  2  +  2  e  cos cp  +  2  e-  cos  2  9)  [ao+     e  cos  0  -h  a^e^  cos  2  ©  +  «3  e'  ces  cp'  +  «4  e'-  cos 2  tp' 

+  (7-  ee'  cos(9  —  9')  +     ee'  cos(cp  -1-  9')  +  a^  cos2| 

+  «36  cos(2|  —  cp)  H-  «9  e  cos (2^  -+-  9) 

+  «10  e'  cos (2^  —  9')  +      e'  cos  (2^  -H  9') 

4-      e-  cos(2|  —  29)]. 

On  en  tire,  en  effectuant  la  multiplication, 

I  -^,=14-"^-  •+-  2 «0     «1  e-  4-  2  (i  +  «0+     )  ^  cos 9  +       +  2fl!o  +  «j  +  2 cos 2  9 

/  -I-  2(^3  e'  cos 9'  4-  ia,^e'^-  00829'+  («3+  2 «g)  ee'cos  (9  —  9')+  {a^  +  ia^,)  ee'cos(9  +  9') 

i  4-2^7  cos 2^  4-  («74-  2^8)  ecos(2^  —  9)  +  («7  4-  2 «g)  e  cos (2^4-  9) 

'  4-  2a,o  e'  cos  (2^  —  9')  4-  2aii  e'  cos(  2|  4-  9')  4-  («74-  «8+  2^13 )     cos(2|  —  2  9). 

Les  formules  (26),  (27)  et  (28)  donneront  ensuite 

:=  /i     -j_  ^-  -I-  2^0  4-  «1       4-  2A(i  4-  «0  +       ^  cos 9 
H-  A       4-  2ao+  «^1  -i-  2a.>^  e-  COS2  9  4-  U', 

en  faisant 

U'  —  2^3  e'  cos 9'  4-  2  «1  e''^  cos  2  9'  4-  («34-  2^3)  ee'  cos (9  —  9')  +  («3+  2  a^)  ee'  cos  (94-9') 
4-  (2  «7  H  -J--  1  cos  2^4-  (  «7  4-  2  «8  —  -  \  e  cos  (2^  —  9) 

4-  (  «7+  2^9  4-  —7—  j  e  cos (2^  4-  9)  4-  (2^10  M  ^—  )  e'  cos (2^  —  9' j 

4-  (2 ail  g-  1  e' cos  (2^  4- 9')  +  (  a7  4-rt8-^-  2 «12  g— 1     cos (2^  —  29). 


doit  égaler  à  n,  donc  à  i  ,  le  terme  non  périodique  de       ce  qui  donne 


On  remarquera  que,  dans  U',  on  a  supposé  h  =  i.  D'après  la  définition  de  a,  on 

dç 
lit 

Il  =  Y  —  2  «0  —  «1  e-, 

dv 


dt 


=  I  4-  (i  —  «0  4-  «1  )  2  e  cos 9  -r-  (  -  —  3ao  +  «I  +  2^2  )     cos 2  9  4-  U'. 
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On  en  tire,  en  intégrant, 
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p  =3^  +  6  H  2esin9  +  -    ^  +«2  )  e-sm2o 

C  C  \  l|.  2  2 


+       e'  sin9'+  -^e'^  sin 2 9'+  («3+  2(25)  ee'sin(9  —  9' )  +  («^  +  2^6)  ee'sin (9  +  9') 

+  (^a^H  g—  J  sm2^  +  (^«7+  2(28  —      —  j  e  sm(2^  —  9) 

fa^-h^ao      5f7}^\      .   ,   y        ,       /  2im-\    ,  .    ,  y 

(   3  H        j  esin(2^  +  9)  +  (  aïoH  j^— j  e'sin(2|  — 9') 

+  [a,,  _        j  e'  sm(2^  +  9')  -  -  s>n  (2^  -  29). 

On  voit  que  plusieurs  des  coefficients  sont  affectés  dans  v  du  diviseur  m\ 
le  coefficient  de  e- sin  (2^  —  29)  renferme  même  une  partie,  —  ^g'  ^'^ù  ^  a 
complètement  disparu,  à  la  suite  des  deux  intégrations  faites  pour  obtenir 
U  =  j^if^dt  et  J  \]'dt. 

Si  l'on  remplace  enfin  les  a,  par  leurs  valeurs  (23),  on  trouve 

(29)         ^  +  £+  5  î  2esin9  +       +      ,^i2_u_J  e2si,^2Qj_^U// 

en  faisant 


U": 


6  me'  51119'—       e"-  511129'  h  ^—  ee'  sin  (9  —  9')  —  — —  ee'  5111(9-1-9') 


(3o)  \  +— y— sin2^+ — — esin(2^--9)  +  — g— esin(2^  + 


+  ^^^e'  sin  (2|  —  9')  —  -'^^  e'  sin  (2^^  9')  +  Dme-  5111(2^  —  29). 


Les  termes  indépendants  de  m  se  sont  détruits  dans  le  coefficient  de 
e2sin(2^  —  29);  cela  est  conforme  à  un  théorème  de  Laplace  {yoir\2i  Méca- 
nique céleste,  Liv.  VII,  p.  244).  Le  coefficient  D  n'est  pas  donné  parle  calcul 
tel  que  nous  l'avons  simplifié;  pour  l'obtenir,  il  faudrait,  même  dans  cette 
première  approximation,  tenir  compte  de  certains  termes  contenant  les  pro- 
duits deux  à  deux  de  quelques-uns  des  coefficients  a^-,  il  serait  facile  de  faire 
cette  opération  complémentaire,  mais  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

84.  Calcul  de  «o,  «i  et  c.  —  En  faisant  s o  dans  la  deuxième  équa- 
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tion  (4),  il  vient 

dv-  _  i  cl-  r       I  I 

dt^  ^  r  ~dl^      7^  ~  r  IF- ' 


Nous  allons  égaler  dans  les  deux  membres  les  parties  non  périodiques  en  y 
négligeant  e.  Nous  pourrons  écrire  d'abord 

di>'-  _  1  d^r      f  I  Y  2R 

dt^-  7-  dt^  '^\7,'^'''"^--')'~~^' 

La  partie  non  périodique  de  y  contient  e  en  facteur;  ^  contient  le  terme 
i-y  —  — ;  il  viendra  donc 

4  2 


m' 

1  =  14-5  «0  

2 


d'où 


,3  \ 


De  Pontécoulant,  afin  de  pouvoir  comparer  plus  Facilement  ses  résultats  à 
ceux  de  ses  prédécesseurs,  a  déterminé  la  constante  a,,  qui  reste  arbitraire, 

par  la  condition  que  la  valeur  de  ^  soit,  dans  ses  deux  premiers  termes,  de  la 
forme 


^  =  E  [i  -h  e  ces  (et'  —  H)], 


e  étant  le  même  que  ci-dessus.  Or  on  a 

-  =  h  0  —  =  I  -I-  «0+  (i  +  «1  )  e  coscp  +  .  .  . , 

A"         A*!  1\ 

cp  =  cpo  +  c^,       ('  =  i  H-  £  4-  (c  —  2ao  +  2 ai )  e  sili  9  +  . .  .  . 

Il  en  résulte 

y_  =  1  +  «0+  (l  +        É?COS(c^'  —  n  H-.  .  .)• 

On  doit  donc  avoir,  au  degré  d'approximation  réalisé  jusqu'ici, 


T.  -  III.  2.3 
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après  quoi  les  équations  ('-^4)  donnent  aisément 


3  m'-  .  im^ 

C-  —  I  =   r—  —  2  —  

0  2 

=  I  

-,         3m^         „  m- 

3  «,  —  —  m-  4-  .  .  .  . 

2  2 


2  /«- 


Voici  donc  la  conclusion  de  cette  première  approximation  : 


I  Dl' 

-  =  I  +  — 


+  — -  I  e  cos  9  +  I  n  Tj—    e-  cos  2  cp 


3/?2^   ,         ,  q/M- 

 e'  cos  9  —         e'-  cos  2 1 

2  ^4 


-\  g—  ee  cos  (  9  —  cp'  )  g—  ee'  cos  (  9  +  9  ) 

1 5  Ttx  3  3  //z 

+      cos  2 1  H  g—  e  cos  (2^  —  9)4  -g—  e  cos  (  2 1  —  9  ) 

1  f^^^  I       /y        ,^      m-  ,       ^   .        ,^       10  m-  „       ,  ^ 

4-  - —  e'  cos  (  2   —  9'  )  e'  cos  (  2  ^  +  9'  )  —  — —    cos  (  2  £  —  29), 

2  2  ^  ' 

p  =  ^  H-  £  -h  (24  ^  1  e  sin  9  4-  (  j  4  Y6~  )  ^  ? 

—  3/?«e'  sin©  —  ~—  e  -  51029' 
4 

-■1  Y~  ee  sin(9  —  9  )  —  — —  ee  sin  (9  4-  9  ) 

wni^  .            i5/?i     ■    ,   -        s      17  m-      .    ,  -r 
4  g —  sm2^  4  ^  e  sm  (2;  —  9)4-  ~^ —  e  sm(24  4-  9) 

-\-  e  sio  (24  —  9')  —  -^rg-  e  sin  (2^  4-  9  )  +  Vime"-  s]n(2£  —  29)  ; 

3  iii'- 

(û  —  ont  'h  £  —  w;       c  =  1  —  —  [-.... 

4 

85.  Pour  procéder  aux  approximations  ultérieures,  il  faut  d'abord  augmenter 
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R  de  R, 

.  „     dU.       dR.  ,  (?R  .  I  âR. 

Oi  R  =:  —  ô/'i  H-  — -      =  —  r"  -—0  h  V- 

or  dv  àr    /'i  dv 

On  remplacera  ^y^^      par  leurs  valeurs  précédentes  et  l'on  développera 

I       ^^R  t\ 

les  expressions  —  2Rr,       et  -^^  ov  suivant  les  cosinus  des  arguments  cp,  2ç, 

...  et  de  nouvelles  combinaisons.  On  en  déduira  ensuite  les  nouvelles 
valeurs  des  quantités  R,.  De  même,  il  faudra  prendre  les  deux  premiers  termes 
de  la  valeur  (i5)  de  P, 

et  il  faudra  développer  cette  expression  suivant  les  cosinus  des  mêmes  argu- 
ments. En  s'adressant  à  l'équation  (i6),,on  formera  les  nouvelles  équations 
propres  à  déterminer  les  coefficients  a^,  et  de  même  les  coefficients  du  déve- 
loppement de    —  ^  —  £,  et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  n'a  pas  donné  le  détail  de  ses  calculs;  il  a  transcrit  immédiate- 
ment la  valeur  de  la  fonction  R  fournie  par  une  série  d'approximations,  en  né- 
gligeant e,  é  et  Y  dans  les  coefficients  de 

coso,    ecos^,    e^cos29,  e'cos^', 

la  partie  non  périodique  de  R  a  été  calculée  jusqu'au  terme  en  m}  inclusive- 
ment; pour  les  coefficients  suivants,  on  va  moins  loin,  en  raison  des  facteurs 
e',       ...  qui  s'introduisent.  Il  a  montré  ensuite  en  détail  comment  il  faut 

faire  la  nouvelle  approximation  pour  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  de  l~  et 

de  Iv,  Cette  façon  de  procéder  dans  l'exposition  est  rapide,  mais  peu  claire;  j'ai 
préféré  effectuer  complètement  la  première  approximation.  Il  faut  reconnaître 
que  la  méthode  est  bonne  en  elle-même  et  infiniment  plus  rapide  que  si  l'on 
employait  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Le  nombre  des 

coefficients  différentiels  "  '  obligé  de  cal- 

culer est  ainsi  bien  réduit;  la  besogne  n'en  reste  pas  moins  considérable,  et  il 
aurait  fallu  plus  d'un  autre  volume  pareil  au  Tome  IV  de  la  Théorie  analytique 
du  Système  du  Monde  pour  les  développer  in  extenso.  Dans  le  Chapitre  III,  de 
Pontécoulant  détermine  par  la  même  méthode  les  termes  dépendant  du  carré 


\ 
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et  des  puissances  supérieures  des  excentricités  et  de  l'inclinaison,  servant  à 
compléter  les  expressions  des  coefficients  des  inégalités  développées  dans  les 
Chapitres  précédents.  Dans  la  suite  de  son  Ouvrage,  il  emploie  aussi  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  notamment  pour  le  calcul  plus  exact 
des  quantités  c  et  g  et  de  l'accélération  séculaire. 

On  a  pu  voir  dans  le  Chapitre  VII  (colonne  H.  —  Po.)  comment  la  théorie 
de  Pontécoulant  représente  les  observations. 
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THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  DELAUNAY. 


86.  Principe  de  la  méthode.  —  Les  difficultés  que  présente  la  théorie  de 
la  Lune  tiennent  surtout  à  ce  que  les  résultats  fournis  par  les  approximations 
successives  ne  convergent  que  très  lentement.  Dans  le  cas  des  planètes,  les  iné- 
galités qui  sont  du  second  ordre  relativement  à  la  fonction  perturbatrice  sont 
généralement  faibles,  et  l'on  peut  presque  toujours  négliger  celles  du  troisième 
ordre.  Pour  la  Lune,  il  n'en  est  pas  ainsi  :  certaines  perturbations  sont  encore 
sensibles,  bien  qu'elles  soient  du  cinquième  ordre.  On  conçoit  la  complication 
qu'entraînerait  l'enchaînement  ainsi  prolongé  des  approximations  successives. 

Dans  la  nouvelle  méthode,  il  arrive  que,  si  l'on  réduit  la  fonction  pertur- 
batrice R  à  sa  partie  non  périodique  et  à  un  seul  terme  périodique  5,  les 
équations  dont  dépendent  les  dérivées  des  éléments  peuvent  être  intégrées 
rigoureusement.  On  peut  donc  calculer  les  intégrales  correspondantes  avec 
toute  la  précision  désirable.  Il  y  a  lieu  de  se  demander  s'il  n'est  pas  possible 
de  tirer  parti  de  cette  circonstance  et  de  ramener  le  problème  à  un  autre  du 
même  genre,  dans  lequel  la  fonction  perturbatrice  ne  contiendrait  plus  le 
terme  s.  Si,  en  effet,  après  avoir  effectué  les  intégrations  dont  on  vient  de  par- 
ler, on  regarde  comme  de  nouvelles  variables  les  constantes  arbitraires  intro- 
duites par  l'intégration,  il  arrive  que  ces  nouvelles  variables  dépendent  d'équa- 
tions de  même  forme  que  les  premières.  On  est  donc  ramené  à  une  question 
pareille,  mais  dans  laquelle  on  a  extrait  un  terme  de  la  fonction  perturbatrice. 
Une  nouvelle  opération  fera  disparaître  un  second  terme  périodique  G',  et  ainsi 
de  suite.  Quand  on  aura  ainsi  tenu  compte  avec  une  grande  rigueur  des  termes 
les  plus  influents,  on  pourra  se  contenter,  pour  les  autres,  de  la  première 
approximation.  Le  plus  grand  avantage  de  la  méthode  consiste  peut-être  dans 
la  division  du  travail  en  une  série  d'opérations  distinctes,  qui  sont  toutes  de 
même  nature. 
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87.  Équations  différentielles  du  mouvement.  —  Nous  laissons  de  côté 
l'action  des  planètes  et  l'influence  de  l'aplatissement  de  la  Terre  dont  nous 
tiendrons  compte  plus  tard  ;  nous  n'aurons  donc  à  considérer  que  trois  points 
matériels  S,  T,  L,  les  centres  de  gravité  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  où 
seront  concentrées  les  masses  M,  et  m,  de  ces  trois  astres.  Soit  G  le  centre 
de  gravité  de  T  et  de  L;  on  sait  (t.  I,  p.  63)  que  le  point  S  décrira  à  fort  peu 
près  une  ellipse  képlérienne,  non  pas  autour  de  T,  mais  autour  de  G  comme 
foyer.  C'est  là  l'origine  d'une  légère  complication  dans  les  équations  diff'éren- 
tielles.  Menons  par  le  point  T  trois  axes  rectangulaires  de  directions  invariables 
et  par  G  trois  axes  parallèles  aux  précédents;  désignons  par  x,y,  z,  x\,y\,  z\ 
les  coordonnées  géocentriques  de  la  Lune  et  du  Soleil,  par  x\  y',  z'  les  coor- 
données du  Soleil  rapportées  à  l'origine  G;  posons 

TL  =  /,       TS=:/i,       GS  =  r',       SL  =  A, 
jUL  =  f(/?2o  +  Wi  ),       m'— fM, 


/«o  -t-  rrii 

Nous  aurons,  pour  déterminer  oo,  y,  z,  les  équations  diff^érentielles 


=  m'  1 

X 

ll¥  ^ 

-  TT 

A^^ 

/•* 

=r  m' 

1 

A^ 

y 

y\ 

d^z 

■=  m' 

dî^ 

A3 

/•? 

Nous  avons,  d'autre  part,  les  relations 


qui  donnent 


x^zzzx'^ax,       yi=,7+o"7j  z\—z'^(7z, 
=  {cc'  —  X      (7xy-+-  {y'  —  y  ^  (jyy-i~  (  z'  ~  z  4-crc)S 


dx 


de  sorte  que  les  équations  difTcrentielles  du  mouvement  de  la  Lune  pourront 
s'écrire 

I  d'^x      (J-^  _  àK 


df^ 


dx' 
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ou  l  on  a 


R  — m 


(2) 


Commençons  par  négliger  la  fonction  perturbatrice  R;  les  équations  (i)  re- 
présenteront un  mouvement  elliptique,  et  leurs  intégrales  seront  données  par 
les  formules 

X  — /•(cos^'  cos/i  —  sinp  sinA  cosij, 
y  —  r  (cos  V  sin/i  +  sin  v  cosA  cos  i) , 


(3) 


u  —  e  sin  II  :zj:  l  —  n{t  ~\-  c), 


r  =  a{j  —  ecoau),  lang 


e  u 
—  lang  - 
e  1 


Les  six  éléments  elliptiques  sont  a,  e,  «,  h,  g  et  c.  Traçons  une  sphère  de 
rayon  i  ayant  son  centre  en  T;  elle  sera  coupée  suivant  les  arcs  de  grands 


Fig.  8. 


cercles  xy  et  NL  par  le  plan  fixe  et  par  le  plan  de  l'orbite  ;  le  rayon  vecteur  /-  et 
le  rayon  mené  du  point  T  au  périgée  le  rencontreront  aux  points  L  et  II  (/ig.  8), 
et  l'on  aura 

Ainsi  h  désigne  la  longitude  du  nœud  ascendant,  i  l'inclinaison,  g  la  distance 
du  périhélie  au  nœud,  ^  l'argument  de  la  latitude,  /  l'anomalie  moyenne.  On 
aura  ainsi,  en  appelant  U  la  latitude  PL  et  V  la  longitude  œP,  comptée  sur  le 
plan  fixe  des  xy, 


(4) 


tang(  V  —  h)  =  tangt^'  cosi,       sin  U  —  sin  ç  sini. 


88.  Pour  tenir  compte  de  R,  Delaunay  emploie  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  Il  suppose  donc  que  les  quantités  a,  e,  i,  h,  g,  c 
deviennent  variables,  de  telle  façon  cependant  que,  dans  le  mouvement  réel, 

dx    dv    dz  ,  I         A  .  ,  , 

x,y,  z,  -r-->  -4--'  -1-  conservent  les  mêmes  expressions  que  dans  le  mouvement 


,  dC  _ 

de 

.  dt 

dt  ~ 

]  _ 

d^_ 

1  dt 

dt 

\  dB. 

dh  _ 

\   dt  ~ 

di  ~ 
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elliptique,  ces  dernières  étant  données  par  les  formules  (3)  et  par  celles  qu'on 
en  déduit  par  la  différentiation.  Mais,  au  lieu  de  conserver  tous  les  éléments  dé- 
finis ci-dessus,  il  introduit  les  éléments  canoniques  que  nous  avons  considérés 
dans  le  Tome  I,  p.  i65;  ce  sont,  aux  notations  près, 

(c  =  — Q^=\'ixa{\  — e^),        H  =  v/i^a(i  —  e^)  cosi, 
(  c,  g,  h. 

Les  nouvelles  variajjles  devront  satisfaire  aux  équations  différentielles  cano- 
niques 


(6) 


R  est  maintenant  une  fonction  de  t  et  des  six  éléments  canoniques,  qui  est  don- 
née par  rencliainement  des  formules  (2),  (3),  (4),  et  aussi  des  formules  ana- 
logues à  (3)  qui  font  connaître  oc' ,  y'  et  z' .  Ces  dernières  sont,  en  accentuant 
les  lettres  et  faisant  i'  =  o  (ce  qui  revient  à  prendre  le  plan  de  l'écliptique  pour 
plan  des  ocy), 

(3')  a:'=  r' cosiç' h'),       y' =  r' s'm{ç' -h  h')  ; 

ç  -h  h'  sera  la  longitude  du  Soleil;  nous  représenterons  la  longitude  du  périgée 
solaire  par  g'-^h'.  Les  éléments  de  l'orbite  solaire  sont  regardés  comme  con- 
stants. 

89.  Développement  de  R.  —  Représentons  par  s  le  cosinus  de  l'angle  SGL, 
G  désignant,  comme  à  la  page  182,  le  centre  de  gravité  de  L  et  de  T;  on  aura 

a:cc' +  yy' -h  zz' —  rr' s,       a:"^ -h  y^     z'^  —  r"^ ,       x''^  +  y'^-\- z'^  ~  r'^, 
et  l'expression  (2)  de  R  pourra  s'écrire 

R = ^'  r  '  =^  4-  ,  1 

^(i-<T)^/i-  -^(i-  (7)5+  1+  7r<^^+  72<^'J 

ou  bien,  en  introduisant  les  polynômes  de  Legendre  (t.  II,  p.  1^0  et  254), 
Q       3,1  5.3  35i53 

'  2  9,  2  2  04° 


THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  DELAUNAY. 


t85 


R 


/•'(I-a) 

m' 

Va 


i  +  Sip(i-(7)+...-hS,,-^Ji-a)'^  +. 
i__S,^-a+...+  (-i)"S„-^^a"+...j; 


d'où,  en  négligeant  un  terme  en  qui  ne  dépend  pas  des  éléments  de  l'orbite 
lunaire, 

(7)  R=-7î-S.+  -„-S3(i-2a)+...+  ^S„[(i-ar-i-(-a)-^]+.... 

On  voit  que,  pour  tenir  compte  de  ce  que  l'ellipse  solaire  est  décrite  autour 
du  point  G  comme  foyer,  il  suffit  de  multiplier  les  divers  termes  du  développe- 
ment 

(8)  ( R)  =         S,+         ha-h  . .  .  +  m'         S«  + .  .  . 
par  les  facteurs 

I,     1  —  2  0-,  (i  —  cr)«~'— (— 0-)"-'. 

Plana  etHansen,  après  lui,  avaient  considéré  seulement  le  facteur  i  — 
c'est  M.  Harzer  (Asiron.  Nachr.,  n°  2941;  1889)  qui  en  a  donné  l'expression 
générale;  nous  avons  simplifié  sa  démonstration.  On  peut  donc  s'occuper  d'a- 
bord du  développement  (8);  dans  la  pratique,  il  suffira  de  multiplier  les  parties 

provenant  de  ^^^7^ S.,  par  le  facteur  i  —  20-  =  i  —  —  environ;  ces  termes  sont 

parallactiques .  On  a  vu  la  raison  de  cette  dénomination  dans  le  Chapitre  VII, 
page  108. 

Il  reste  à  former  s\  on  pose 


et  les  formules  (3)  donnent 

^  =  cos(^' -H  A)  +  2y- sine  siii  A,       ^  =  sin((^ -h  A)  —  25/^  sinp  cosA; 

en  ayant  égard  aux  relations  (3')  et  à  la  définition  même  de  s,  il  vient 

5  =  (i  —  y^)  cos(  ('  —    +  A  —  A')  +     cos(    -t-    —  A  H-  A'). 

On  formera  aisément  les  puissances  s- ,  ^^  ...  en  transformant  les  puissances 
des  cosinus  en  cosinus  des  multiples  des  divers  arcs  et  négligeant  les  puissances 
de  la  petite  quantité  y  à  partir  d'un  certain  ordre.  Delaunay  s'est  déterminé  à 

T.  -  m.  24 
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conserver  dans  le  développement  de  R  les  petites  quantités  jusqu'au  huitième 
ordre  inclusivement;  e,  y,  e'  sont  considérés  comme  étant  du  premier  ordre, 
-,  et,  par  suite,  ^  du  second.  Comme  le  premier  terme  de  la  formule  (8)  con- 
tient ^5  on  voit  qu'il  sera  permis  de  négliger  Y^  Les  formules  (7)  et  (8)  don  - 
neront donc  pour  R  une  suite  de  termes  de  la  forme 

(9)  -^^y^9(^o^[qv  +  q'{v' +  h')  +  vh'\. 

On  a  ainsi  développé  R,  d'abord  suivant  les  puissances  de  ^  et  de     ;  il  faut 
développer  maintenant  suivant  les  puissances  de  e  et  e' . 
Les  formules  du  mouvement  elliptique  donnent 

^  —  Xo  +  eiloi  COS  l  +  «1,2  COS  2  /  +  .  .  .  , 

{>  zzz  g  +  l  +  a)l.)i  sin  /  +  i)b2  sin  2  ;  -+  .  .  .  ; 

on  trouvera  les  expressions  des  coefficients  Xi  et  ift,,  en  fonction  de  e  dans  le 
Tome  I,  n°  93.  On  formera  les  développements  de 

cos  ,  , ,  1     cos  f-  ,  ,  I  , 

sin  /-'p+i  sin 

et  on  les  portera  dans  les  expressions  (9). 

Finalement,  le  développement  cherché  sera  de  la  forme 

(10)  R=:-  B  _2  Acos  [il-^i'g+i"h  +  i"'l'-P^g'+  A')], 

où  les  quantités  A  et  B  sont  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances 

a       •  •  o    .         m' .    -,  ■„ 

des  quatre  quantités  e,  e' ,  y,  ^  qui  contiennent  tous  en  lacteur  1,1,1, 

i'",  i^"  désignent  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  On  trouvera  ce  déve- 
loppement dans  le  Tome  XXVIII  des  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences, 
p.  33-54  (Oî  il  compose  de  324  termes,  y  compris  les  deux  termes  ajoutés 
plus  tard  (p.  883).  On  peut  donner  quelques  indications  sur  l'ordre  de  A,  à  la 
seule  inspection  des  coefficients  i,  i',  . . .  qui  figurent  dans  l'expression  de  l'ar- 
gument de  la  formule  (10).  Soient,  en  effet,  4^  et  ^'  les  longitudes  moyennes 
de  la  Lune  et  du  Soleil,  crr  et  m'  les  longitudes  des  périgées,  Q  la  longitude  du 
nœud  de  la  Lune;  on  aura 

/i=zQ,       g^js-Q,  l'^xl--^',  h'+g'=TS', 


(1)  La  théorie  de  Delaunay  remplit  entièrement  les  Tomes  XXVIII  et  XXIX. 
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et  l'argument  deviendra 

i'"C'H-  ii'- i)  ^  +      -      Q  -  (^■"+  ^■"') 

La  somme  algébrique  des  coefficients  de  4L»  ^»  -C'  et  m'  doit  être  nulle; 
donc  =  i".  D'après  ce  qu'on  sait  (t.  I,  n^  123,  p.  3o6),  les  exposants  de  e, 
y  et  e  dans  A  seront  égaux  à 

I   _  f  I  ^    I  i"  —  i'  j ,    I  i"  +  i'"  I ,    plus  des  nombres  pairs  ; 

i"  —  i'  devra  être  pair;  B  ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  e,  e'  et  y. 

Il  sera  encore  nécessaire  d'avoir  les  expressions  de  la  longitude  V  et  de  la 
latitude  U,  ainsi  que  de  qui,  multiplié  par  le  rayon  terrestre  équatorial, 
donnera  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune.  Les  formules  (4)  donnent 

Y  —  h  —  v  —  tanff^  -  sin  2   +  -  tang*  -  sin  4   —  •  •  • , 
U  —  ,T     + .  .  .  =  sin  i  sin  v,        U  =  sin  i  sin    +  4  sin^  i  sin^  + 

On  trouvera  ainsi  aisément  des  expressions  de  la  forme 

(11)  I  U=:  ^X'sm{a'l+^'ff), 

Enfin  nous  écrirons  le  développement  (10)  comme  il  suit 

(12)  R  =  —  B  — 2  Acos(«7  +  i'^  -H  i"h-h  i"'n't  +  g), 

en  désignant  par  q  une  constante  et  par  n'  le  moyen  mouvement  du  Soleil. 

En  appliquant  la  quatrième  des  formules  (6),  on  rencontrerait  un  grave 
inconvénient.  Considérons,  en  effet,  l'équation 

dt  "     dC  ' 

(?R 

a  étant  une  fonction  de  C,  il  en  est  de  même  de  /i;  par  suite,  la  dérivée  se 
composera  de  deux  parties,  l'une  (^^^  obtenue  en  faisant  varier  C  dans  le 

terme  non  périodique  B  et  dans  les  coefficients  A,  l'autre  obtenue  en  faisant 
varier  C  dans  /  et  tenant  compte  de  /  =  n(t  +  c).  On  aura  donc 
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On  voit  que  le  temps  sortirait  des  signes  sinus  dans  toute  une  série  de  termes. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  introduit  /  au  lieu  de  c;  on  a 

dl  de      ,         ,  dn  dC  ,         ,  dn  dJi 

dt  dt  dC  dt  dL  de 

En  remplaçant  ^  par  sa  valeur  (i3)  et  ^  par  ^  x  /z,  il  y  a  une  réduction, 
et  il  reste 

dl  /(?R\ 
^    '  dt  \àC  J  dt  dl 

L'inconvénient  en  question  n'existe  plus;  seulement  les  équations  précédentes 
n'ont  plus  exactement  la  forme  canonique.  Posons 

dC       j  u.  I —  dtt,         j  I  _        / — 

—  —dVi—— — -da—\Ju. — —  —  dyixa,  L  =  v/ijLa; 
n  2  na^  Ja  1  ' 

les  formules  (i4)  deviendront 

dt  "~         d\J        dt  ~  ôV 


Soit  enfin 


2  a 


on  aura 

dR'      (}R       ix   da      ^}R  dl 

■   -    —  _! —    —  -   .  —  I  l        —   , 

ôL      ÔL      ia-  dL      ÔL  dt 
et  il  viendra  finalement,  en  supprimant  l'accent  de  R, 


(A) 


R  = 

2  a 

(L  = 

\- 

 5 

F- 

i  dL 

dl  _ 

dR 

i  dt 

-  w 

di 

-dL' 

)  dG 

_  dR 

dg__ 

dR 

1  dt 

dt 

I  dE 

dh 

<?R. 

\  dt 

ITt  ~ 

I 

dH' 

—  x'Y-^ 

-(7-7')'H 

rr'  J 


(a)  \         U  ^  G''  ,  H 


g  =  dislance  du  périgée  au  nœud, 
Il  —  longitude  du  nœud  ascendant, 
=  anomalie  moyenne. 
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On  remarquera  que,  dans  la  formule  (12).  les  coefficients  A,  ainsi  que  la 
partie  B,  dépendent  seulement  des  variables  L,  G,  H;  quant  aux  variables  con- 
juguées, /,  g,  h,  elles  figurent  uniquement  dans  les  arguments  et  sous  forme 
linéaire. 

Voici  le  développement  de  R,  en  conservant  seulement  les  quantités  du  qua- 
trième ordre  et  quelques-unes  du  cinquième  : 


n  — -  —   h  m'  -— : 


I      3  ,     3        3  / 1      3  ,A       ,     3  ,  „ 

7  •  7"  +  <5  ^"     ô  ^    —  ^  — ^-  7  <^     cos  t  +  7  e  cos  V 

42'8        8  \i      [\    J  4 

—  ^     cos 2  /  —  7  ee'  cos {l  -\-  V)  —  \  ee'  cos ( /  —  Z' )  +  |  e'^  cos 2  Z' 
04  4  o 

/3      3        i5        i5  \ 

-I-  (  ^  —  -   g-   8~^'  /  cos (2^+2^  +  2  A  — 2/'—  2 g'—  ih') 

3 

—  g  e'cos(2/+  '2.g-\-  ih  —  U  —  2g'  —  ih') 
2 1 

-h  -g-  e'  cos  (  2  /  4-  2  ^  H-  2  A  —  3  /'  —  2 ^'  —  2  //  ) 

^  —      e'^^  cos  {l  -\-  2  g  -h  2  h  —  1 1'  -  1  g'  —  2  h'  ) 

-t-  e  Q  —  ^  ^'^)  co^(3^+  2g  +  2h  —  2I'  —  2g'  —  2h') 
5i 

H-  -g-      COS  (  2  /  +  2  ^  H-  2  /«  —  4  ^'  —  2  ^'  —  2  /?  '  ) 
-I-  I ee'  COS {l  A-  2g  -F  2 A  —  /'  —  2^'  —  2 ) 

o 

63 

 g  ee'  COS 2g  -\-  2h —  ZI'  —  2g'  —  2h') 

3 

—  g  ee'  cos(3/  +  2^  +  2/1  —    —  2^'—  2  A') 
2 1 

-g-  ee'  cos(3  /  +  2  g  -\-  2h  —  ?>V  —  2  g'  —  2h'  ) 
i5 

+      e^  COS ( 2 ^  +  2  A  —  2 /'  —  2g'  —  2 h') 

o 

3  3 

+  -^e^  C0S(4/H-  2 g  -\-  2h  ~  2I'  —  2 g' —  2A')  +  -y2  cos(2/4-  2^) 

4  2 

3  3  « 

+  -y2cos(2^'+  2/i'+2^'—  2  A)  +  g  ^  cos(/  +  ^4- A  —      ^'— A') 


+  I  ^cos(3/+3^  +  3A-3/'-3^'— 3A')j. 


90.  Étude  générale  d'une  opération  élémentaire.  —  Delaunay  considère 
à  part  l'un  des  termes  périodiques,  en  posant 

(f6)  Rz=  _Acos(«7+i'^  +  «"A+«"'/i'^  +  ^)  — B  +  Ri, 
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R<  désignant  l'ensemble  des  autres  termes  périodiques,  et  il  montre  que,  en 
négligeant  d'abord  R,,  on  peut  intégrer  rigoureusement  les  équations  (a).  Nous 
aurons  donc  pour  le  moment 

(17)  R  :rzRo--=-- A.COS0 -^B,       Qz=il  +  i'g^^i"h-\^i"'n't  +  q. 

J'ai  remarqué  dans  ma  Thèse  de  Doctorat  {Journal  de  Liomille,  1868),  que 
l'on  pouvait  effectuer  cette  intégration  par  la  méthode  de  Jacobi,  et  qu'il  en 
résultait  certains  avantages  pour  la  suite  de  la  théorie.  Je  vais  donc  modifier 
dans  ce  sens  l'exposition  de  Delaunay.  On  sait  (t.  I,  Introduction,  n°  6)  que, 
pour  intégrer  les  équations  (A)  dans  lesquelles  R  a  la  valeur  (17),  il  suffit  de 
considérer  l'équation  aux  dérivées  partielles 

et  d'en  trouver  une  solution  renfermant  trois  constantes  arbitraires,  en  dehors 
de  celle  que  l'on  peut  ajouter  directement  à  S.  Il  est  indispensable  de  se  rap- 
peler que  A  et  B  sont  des  fonctions  connues  de  L,  G  et  H.  L'équation  (18)  con- 
tient t  explicitement,  mais  sous  une  forme  simple;  on  peut  le  faire  disparaître 
en  prenant 

(,9,  S  =  C.-^:^^^L  +  S'. 

C  désignant  une  constante  arbitraire  et  S'  une  fonction  de  L,  G,  H  qui  ne 
renferme  plus  t  explicitement.  On  aura 

dt  i  dL  i  dV, 


et  l'équation  (18)  deviendra 


c  r  n' L  —  B  —  A  cos   i  -vi-  +  ^'  —  +  i"         =r  o 

\  oL         dix  oH 


i 


OU  bien 

.d^'      .,dS'      .„d^'  C-Bi 

(.0)  'ôL-^'  m-^'  m='^'''''-r  ' 

en  faisant 


(21) 


V" 

Bi  =  B  +  y  n'h. 
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Le  second  membre  de  l'équation  (20)  est  maintenant  une  fonction  connue  de 
L,  G,  H  et  de  la  constante  C;  il  suffit  donc  de  trouver  une  solution  de  cette 
équation  avec  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

Au  lieu  des  variables  G  et  H,  introduisons-en  deux  nouvelles,  (  G)  et  (H), 
définies  par  les  relations 

(22)  G:=yL+(G),  H=r.  yL  +  (H), 

et  désignons  par  (^^"^  la  dérivée  de  S'  par  rapport  à  L,  après  qu'on  aura  fait 
la  substitution  (  22  )  ;  nous  aurons 

dh)^  àL      1  dG  ^  J  m' 


et  l'équation  (20)  deviendra 


W^^-)=arccos-^. 


Le  second  membre  est  maintenant  une  fonction  connue  de  C  et  des  variables 
(G)  et  (H)  ;  le  premier  mem 
donc  S'  en  ajoutant  à  l'intégrale 


L,  (G)  et  (H)  ;  le  premier  membre  ne  contient  que  la  dérivée  On  aura 


C  —  Bi  dL 

arc  ces  , — - 

A  i 


une  fonction  arbitraire  de  (G)  et  (H);  nous  prendrons  pour  cette  fonction 
(^)  (G  ) -I- (A)  (H),  {g)  et  {h)  désignant  deux  constantes  arbitraires.  Nous 
aurons  donc 

(24)  S'=  Jarccos^^^       +  {g)  (G)  +  {h)  (H). 
Faisons 

(25)  K=  y arccos^^^^  K  [L,  (G),  (H),  C], 

et  nous  aurons,  en  nous  reportant  aux  formules  (19),  (22),  (24)  et  (25), 


S^C^-  ^!^±lL  +  KfL,  G-^L,  H-  -L,  C 


(26) 


i  i 


+  U)(o-^'l)-h/o(h-^l). 
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C'est  l'intégrale  complète  que  l'on  cherchait  pour  l'équation  (18);  elle  contient 
les  trois  constantes  arbitraires  C,  {g)  et  (A).  D'après  le  théorème  de  Jacobi,  les 
intégrales  des  équations  {a)  seront  données  par  les  formules 


(27) 


37,  =  const.  =  —  t%  ~ — r-=consl.,  -r— 7- r=  const. 
ÔL  d{g)  d{h) 


On  a  d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  relations  (22), 
(.8,  ^-|^=G^.i:L  =  (G),  ^^=H-Çl.(H); 

ainsi  (G)  et  (H)  sont  des  constantes.  On  a  ensuite 


iê) 


  £>' 


;  (ô  )         .•  ('0  —  ^» 


ÔL  i  dL      i  â{G)      i  (?(H)  i 

d'où 

•/  -I  -ni  -m     I.  .  (^K  C    B) 

IL  +  V  g  -V  i  h  ^  i"  n'  t  +  q —  i  —  z=.  arc  cos  — 


i 


d\.  A 


Voici  donc  l'ensemble  des  formules  auxquelles  nous  sommes  conduit  :  il 
s'agissait  d'intégrer  les  équations 


(I) 


(II)  R„  =  — B-ACOS0,  'Bz=ilA~i'g-^  i"li-\-i"'Ti't  +  q. 
On  aura 

i'" 

(III)  Bi==B+ n'L, 

(IV)  G=''l  +  (G),       H='"l  +  (H), 

l  l 


dL 

dL  _ 

dL  ~ 

'dt 

dG 

dg 

dt  ~ 

à  g  ' 

dt 

dR 

(?Ro 

dh 

dt 

ôh  ' 

lit  ~~ 

m' 
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et 


(V) 


K=f  arccos^-^  ^  ..K[L,  (G),  (H),  C], 


(VI)  -(^H-c)  =  f,       S-  =  i,)^^y        ^  = 

(VII  )  a  +  i'g  +  i"h  +  i"'n't^  g~^i^=,  arc  cos  ^^^^  • 

La  première  des  formules  (YI)  donnera  L  en  fonction  de  /  et  des  quatre  con- 
stantes C,  (G),  (H)  et  c;  les  relations  (IV)  feront  connaître  G  et  H  à  l'aide  des 
mêmes  quantités.  La  deuxième  et  la  troisième  des  équations  (VI)  fourniront  les 
expressions  de  ^  et  A  en  fonction  des  quantités  précédentes  et  des  constantes  (^  j 
et  (h);  enfin  (VU)  donnera  /.  On  aura  donc  finalement  les  six  inconnues  L,  G, 
H,  /,  o-,  h,  en  fonction  de  /  et  des  six  constantes  arbitraires  C,  (G),  (H),  c,  (g) 
et  (h).  Si  l'on  se  reporte  à  l'expression  (26)  de  S,  aux  formules  (27)  et  (28), 
ainsi  qu'à  la  théorie  générale  de  Jacobi,  on  verra  que  les  constantes  canoniques 
associées  deux  à  deux  sont 

\  ai  =  C,  oc,  =  {ff),  a3 

Remarque.  —  L'équation  (VU)  donne 

,•/// 

(VIII)  Acos9  4-Bi=r  C,       Acosd  +  B  -h  ~^n'L  =  C: 

i 

c'est  une  intégrale  des  équations  (I). 

91.  Etude  de  la  solution  précédente.  —  Les  formules  (V)  et  (Vf)  donnent 


(30  g^{g)^[ 


(C-B.)-^ 
(jB,       C  B. 


dt. 


On  sait  que  «  varie  entre  certaines  limites;  il  en  est  donc  de  même  de  L  —  y/fT^, 
qui  doit  osciller  entre  deux  limites  s:^  et  J^"  qui  seront  nécessairement  racines  de 
l'équation 

(32)  A^- (G-Bi)':=o. 


Pour  L  =  4^',  on  peut  prendre  Z  +  c  — o  ;  L  augmente  à  partir  de  ^  jusqu'à 

T.  -  m.  25 
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Nous  désignerons  par  ~  la  valeur  correspondante  de  ^  +  c;  donc 

■C  dL 


L  doit  maintenant  décroître  pour  que  le  radical  reste  réel,  et  ce  radical,  qui 
vient  de  s'annuler,  doit  changer  de  signe  pour  que  dt  reste  positif.  Lorsque  L 
décroît  de  J^'  à       l'élément  différentiel  reprend  les  mêmes  valeurs  et  ^  4-  c 

augmente  encore  de  ^5  de  manière  que  t     c  augmente  de  ~  quand  L  repasse 

par  4^'.  On  voit  ainsi  qu'à  une  même  valeur  de  L  correspondent  une  infinité  de 
valeurs  de  ^  h-  c,  comprises  dans  la  série 

t       C,      t       C  +  t  +  C  -h         }  •••• 

Donc  L  est  une  fonction  périodique  de  Ûo(;-hc)  à  période  2-â.  On  voit  aussi 
que,  dans  le  cours  d'une  période,  L  repasse  deux  fois  par  la  même  valeur  et  que 
les  valeurs  correspondantes  de  G(,(z  c)  sont  de  la  forme  i-îz  ±  a;  donc  L  doit 
rester  le  même  quand  on  change  le  signe  de  ôo(^  +  On  en  conclut  que  la 
valeur  de  L  peut  être  développée  en  une  série  convergente  de  la  forme 

(34  )  L  =  Lo  +  Lj  cos0o(^  +  c)  +  L2  cos2  0o(i  4-  c)  4-. .  .  ; 

Go,  Lo,  L,,  Lo,  . . .  seront  des  fonctions  des  constantes  C,  (G)  et  (H).  En  substi- 
tuant cette  valeur  de  L  dans  les  formules  (IV),  on  aura  pour  G  et  H  des  déve- 
loppements de  même  forme,  avec  des  relations  simples  entre  les  coefficients 
G^.  et  L^.  La  substitution  de  la  même  valeur  de  L  dans  la  formule  (3i),  où 
l'intégrale  peut  être  supposée  avoir  pour  limite  inférieure  4^,  donnera  pour  l'élé- 
ment différentiel  une  expression  de  la  forme  (34);  on  aura,  en  intégrant, 

g^-^  (g)  +  go{t  +  c)A-ffi  sm!5o(^  +  c)  4-^2sin20o(^ +  c)  +  .  .  .  ; 

h  aura  un  développement  analogue.  Les  formules  (VIII)  et  (3o)  donnent  d'ail- 
leurs 

dd  _  I    fdBj      C-Bi  ^\  ^      .(  àyU^  C-Bi  ^M.\  , 

\/A-^-(C-Bi)-^  \àL  A      ôLjdt^'ydL  A  dLj' 

en  remplaçant  L  par  son  développement  (34)  et  intégrant,  on  trouvera  pour  ô 
une  expression  de  la  forme 

0  =  0;+  91  {t  +  c)  H-  Ôi  sh\9o{t  +  c)  +  02  sin2Ôo(^  +  c)  +  

Mais  on  a  vu  que,  pour  /  +  6-  =  o  ou      l'équation  (^-i)  est  vérifiée,  et  elle  en- 
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traîne  sinO  =  o.  On  peut  prendre  o  et  tu  pour  les  valeurs  correspondantes  de  6, 
et  il  en  résulte 

0;     o  ,       61  —  9o , 
0  =       +  c)  +  9i  sin0o(^  +  c)  -H  62  sin2  0o(«  h-  c)  -1- . .  . . 


Enfin  la  formule 


il     i'g--\-  i"  h      i'"  n't-hq  — 


donnera  /.  Voici  donc,  en  somme,  la  forme  des  développements  en  séries  de 
la  solution  obtenue  : 


L  =  Lo     Li  cosd(,{t     c)  +  L2  C0S2 00    +  c)  4- .  .  ■. , 

(IX)  ^  G  =  Go+ Gi  cos0o(^  +  +  G2  cos2  6o(^ -I- c)  . .  , 
H  =  Ho-f-  Hi  cos9o(^  +  c)  4-  H2COS2  9o(^  +  c)  4-.  .  .  , 
8  —       4-  c)  4-  01  sinSoC  +  c)  4-  02  sin2  0o(^  +  c)  4-  .  .  . , 

—       +  g,{t-^c)  4-  gx  sin0o(^  +  c)  4-^2sin29o(^  +  c)  +  . . .  , 

(X)  <  h  =  (A)  4-  /?o  (/^  -h  c)  4-  /il  sin0„(^  4-  c)  4-  /i2  sin2  0o(^  -1-  c)  4- .  .  .  , 

/  =  (0  -\-  lo{t  4-  c)  r  /i'^  4-    sin9o(^  -r-  c)  4-  4  sin20o(^  4-  c)  4-  .  .  .  . 


0^,  g^,  hp,  Ip,  Lp,  Gp,  Ep  sont  des  fonctions  des  constantes  C,  (G)  et  (H);  (/) 
dépend  de  (g-)  et  de  (A).  On  a,  en  somme,  les  relations  suivantes  : 


'  Go=yLo4-(G),  Ho=.^Lo+(H), 


(XI) 


H, 


i"/i. 


(0 


i'{g)+  i"(h)-^q 


92.  Variation  des  arbitraires.  —  Nous  aurions  dû  intégrer  les  équa- 
tions (A  )  en  y  prenant  R  =  Ro  +  R,  ;  au  lieu  de  le  faire,  nous  avons  pris  sim- 
plement R  =  Ro  et  nous  avons  obtenu,  dans  ce  cas,  les  expressions  (IX)  et  (X) 
des  inconnues  L,  G,  H,  /,  g,  h  en  fonction  de  t  et  des  six  constantes  arbitraires 
C,  (G),  (H),  c,  (g),  (A).  Pour  tenir  compte  de  R,,  nous  conserverons  les 
mêmes  expressions  analytiques,  mais  en  regardant  les  constantes  comme  va- 
riables. Nous  pourrons  former  immédiatement  les  équations  différentielles 
dont  dépendent  ces  nouvelles  variables,  parce  que  nous  avons  suivi  la  méthode 
de  Hamilton-Jacobi.  Nous  pouvons  appliquer  les  formules  (8)  de  la  page  162  du 
Tome  I,  en  remarquant  que  ce  qui  avait  été  désigné  alors  par  R  doit  être  rem- 
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placé  maintenant  par  .  Si  nous  tenons  compte  des  relations  (29),  nous  trou- 
verons immédiatement 


dC 

de 

dt 

de  ' 

Tu 

''  -  _ 

dt 

dt 

d{ll) 

d{h) 

dl 

~~  àihy 

dt  ~ 

R,  doit  maintenant  être  considéré  comme  une  l'onction  de  t,  C,  (G),  (H),  c, 
(g),  (h)  que  l'on  obtiendra  en  substituant  les  expressions  (IX)  et  (X)  dans  la 
valeur  primitive  de  R<,  qui  dépendait  de  t,  L,  G,  H,  /,  g,  h, 

Ri  cos(<i       iig--\-  L'ih  4-  i"^n'  t-\-  ^j)        ^  Ai  cos^j. 

On  réduira  d'abord  /,  g,  h  dans  l'argument  2^^ ,  L,  G,  H  dans  le  coefficient  A, , 
à  leurs  valeurs  non  périodiques, 

i'" 

{l)  +  l^{t-\-c)-~  jn't,    {g)  +  g^{t-he),    (/i)  +  //o(^+c),    Lo,    Go,  Ho, 
ce  qui  donnera  le  terme 

On  appliquera  ensuite  la  formule  de  Taylor  en  attribuant  à  Lo,  Go,  Hq, 
leurs  accroissements 

Li  cos9o(^  +  c)  +  L2  cos20o(^  +  c)  +  .  .  . , 

 > 

('1  ^1  +  i'iffi  +  î';'//,)  sin9o(^  +  c)  +      1.2  +  i[g^  4-  i';h^)  sin  2  9a{t -h  c)  +  

On  verra  aisément  que,  tout  compte  fait,  le  développement  sera  de  la  forme 
avec 

^2  =  '  1  (0  +  '  1  iê-)  ^  h  (/O  +  [i'I  -    7  j     t-\-q,-^  {i,  l,  +  i\  g,  +  il  1^  -±  J  9o  )    +  c) . 

A2  est  une  fonction  des  variables  C,  (G)  et  (H);  c,  {g),  (h)  entrent  sous  forme 
linéaire  dans  Sr,,  et  le  coefficient  de  z  +  qui  figure  dans  cet  argument,  est 
une  fonction  de  C,  (G)  et  (H);  /désigne  un  nombre  entier. 

Cela  posé,  si  l'on  appliquait  immédiatement  les  équations  (p)  avec  la  va- 
leur (3  ))  de  R,,  on  ferait  sortir  le  temps  des  signes  sinus,  en  formant  les  déri- 

,     dRi    dl\i     àn,  ,  , 

^^^^        J(G)'  dJE)'     '^P*'^^     ^1^*^  '  ^"  ^  ^'^      coefficient  de  /  -4-  c  dans 

C'est  là  un  grave  inconvénient  qu'il  faut  éviter  à  tout  prix. 


TIIÉORTE  DK   LA    I.UNE   OE  HELAUNAY. 


93.  Proposition  auxiliaire.  —  On  y  arrive  en  démontrant  un  lemme  im- 
portant relatif  à  la  solution  représentée  par  les  formules  (IX)  et  (X).  Nous 
revenons  en  arrière,  pour  un  moment,  et  nous  considérons  C,  (G),  (H),  c, 
(g)  et  (h)  comme  des  constantes.  L'intégrale 


est  une  fonction  de  L,  C,  (G)  et  (H).  Si  nous  remplaçons  L  pai'  sa  valeur  (IX), 
K  deviendra  une  fonction  de  t  +  c,  C,  (G)  et  (H);  seulement,  comme  les  coetîi- 
cients  Lp  contiennent  les  quantités  C,  (G)  et  (H),  les  dérivées  partielles  de  K 
par  rapport  à  C,  (G)  et  (H)  ne  seront  pas  les  mêmes  avant  et  après  la  substitu- 
tion. Soient 


(36) 


leurs  nouvelles  valeurs.  Nous  aurons,  par  exemple, 


m 


~  dC 


ÔK  dL 


d'oii,  en  remplaçant  ^  par  -r 


dK 


9  ôL 

i  dC 

9  dL 


r  dK  ' 


dK 


ld{G)_ 

r  dK  ' 
L^(H). 


i  d{G) 

9  dL_ 
i  dïlï) 


ou  encore,  en  vertu  des  relations  (VI), 


Nous  allons  remplacer  dans  ces  équations  K  et  L  par  leurs  développements 
en  séries  et  chercher  les  coefficients  de  ^  +  c  dans  les  premiers  membres;  nous 
pourrons  les  égaler  à  zéro,  comme  nous  le  montrerons  plus  loin.  La  première 
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des  formules  (IX)  nous  donne  d'abord 

=  —  00  [Li  sinôo     +  c)  +  2  L2  sina       +  c)  H- .  .  .] . 

Multiplions  par  le  développement  (X)  de  0  et  mettons  en  évidence  le  terme 
constant  du  produit;  nous  trouverons 

+  des  termes  en  +  c)  sin/>9o(^  +  c) 
+  (les  termes  en  cos/>9o(/!  +  c). 

D'oia,  en  intégrant  et  tenant  compte  de  la  relation  (36), 


(38) 


K  =  -  ^(L,  0i+2L2  92+3L3  93-^---)(^  -^c) 

-h  des  termes  en     4-  c)  cospO^il  -h  c) 
H- des  termes  en  sinp9o{t -h  c); 


il  n'y  a  pas  de  constante  à  ajouter,  car  K  s'annule  avec  /  -h  c.  On  a  d'ailleurs, 
en  partant  de  (IX), 

(3g)  )  —  Li(^  +  c) sin9o(^  +  c)  —  2L2     +  c)      sina^ul^  +  c)  — .  .  . , 


d{G)      à{G)  '       d{li)  d{\l) 


■d^}  [fà)} 


es  valeurs  {3g),  et  qu'on 


Je  ' 

de  (38),  les  expressions  (X)  de  G,  g  et  h,  et  enfin 
égale  à  zéro  les  coefficients  de  ^  +  c,  on  trouvera,  en  supprimant  deux  termes 

en        ou  -sTih'  ou  ttïït'        se  détruisent. 


ou  encore 


-/'o=  -  TTTTT  |Lo+  -(L,  9,+  2L,92+3L3  93  +  -.. 
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en  posant 

(II)  j^Lo+  ^(Li0i+2L292  +  3L303  +  ---)]- 

Ce  sont  les  relations  que  nous  voulions  obtenir  et  qui  vont  nous  être  très 
utiles. 

Remarque.  —  Nous  nous  sommes  appuyé  sur  le  principe  suivant  : 
Si  l'équation 

0.1)0  ^  +        ^  COS     H-  -visa  a;COS  2*'  +  .  .  . 

H-iJS),     sin^  + 1)1)2    sin2a^  +  ...=o 

doit  avoir  lieu  quel  que  soit  x,  on  doit  avoir  =  o.  On  le  démontre  en  mul- 
tipliant par  dx  et  intégrant  entre  o  et  2u,  car  il  vient  alors 

JUq  /     X  dx  ^  o,       <^1oo  ~  o. 

0 

On  démontrerait  aussi  aisément  que  l'on  doit  avoir 

=:  JI92  =  .  .  .  —  O,  =  ll',)2  =  .  .  .  =  O  ; 

mais  ces  relations  ne  nous  sei'ont  pas  utiles. 

94.  Introduction  de  nouvelles  arbitraires.  —  Au  lieu  de  C,  (G),  (H  ), 
nous  introduirons  les  arbitraires  L',  G'  et  H'  définies  par  les  formules 

(42)  ^^=7^''       ((i)^G'-^L',       (H)  r^H'-- yL', 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit,  en  ayant  égard  à  la  formule  (4i)  et  aux 
relations  (XI), 

Lo  +  ^  (Li  ^1+  2L2    +  3L3  ^3  +  .  . 
Go  H-  ^(G,        2G,ô,+  àG393  +  .  . .), 
Ho-^  ^(H,9,+  2H2Ô2+3H393  +  ...)- 

Ces  équations  détermineront  les  quantités  C,  (G)  et  (H)  en  fonction  de  L',  G',  H'. 
Les  formules  (4^0  donnent 

./A:=--^.fC-f  ^(G)-  ^.^(H), 


(43) 


L' 

'  G' 
H' 
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d'où,  en  remplaçant  dX,  f/(G)  et  d{R)  par  leurs  valeurs  tirées  de  (42), 
OU  encore 

dC  =  Iq  dU  +  ^0  dCi'  +  /iq  dR'  ; 

ce  qui  montre  que,  lorsqu'on  considère  G  comme  une  fonction  de  L',  G'  et  H', 
on  a 

///N  àC  _  ,         âC  _  dC  _  , 

(44)  dU^  *"       â(ï^~^"  dR'^ 

Nous  introduirons  en  second  lieu,  à  la  place  de  c,  (g)  et  (h),  trois  variables 
X,  X,  Y]  représentant  les  parties  non  périodiques  des  expressions  (X)  de  /,  g, 
h,  savoir 

^^^^  l-^.-%-C{ff)-C{h)^lo{l-hc)-^--n't. 

{  Il  i  i 

Gette  introduction  de  X,  x,  y]  est  bien  naturelle,  d'après  l'expression  (35)  de 
l'argument  Sr^.  11  s'agit  maintenant  de  former  les  équations  difTérentielles  que 
doivent  vérifier  les  nouvelles  variables  L',  G',  H',  X,  x,  y]. 

On  tire  d'abord  de  (45) 

d{g)  "  i   d\  '       d{h)  ~  dn      7  a  ' 

dli,        dix,         ôRi  ôRi 


On  a  ensuite,  en  tenant  compte  de  ces  résultats,  des  équations  (P)  et  de  (42^ 
et  (44), 


_  d{G) 

_  dG' 

i'  dL'  _ 

dR, 

i'  dR, 

à  {g) 

"  dt 

i  dt 

dy. 

i   dl  ' 

dR, 
d{h) 

dt 

~  ~dt 

i"  dL'  _ 
i  dt 

dRi 
df] 

i"  dR, 
i   dl  ' 

dRi 
de 

_  dC 

diJ 

-  dt 

dG' 

-^-'-dT' 

\-  K 

dW  dR, 

~dt  -  '  dl  " 

dG' 

dRy      i'  1 

dL' 

dRA 

dt 

d^       i  \ 

'dt 
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ce  qui  donne 


'di        dï  "  ^'         dt        dyi      ^'         dl  ~  ân 


La  première  des  formules  (45  )  donne  ensuite 


dx      d(^)  i        dc\       ,     ,  .d, 


0 


dt  "    df  '    dtj    ^         '  dt 

-^'''~dW)"^'~dÇ.'^^        \<)L'   dt    '  dV.'  dt    '  d^'  dt  J 
ou,  en  tenant  compte  de  (4^)» 

^ .      ^/x  _       dR,       aR,    ,  ^  .       ^  _^  ^  ^  ,  ^ii 

Lorsque  R,  sera  exprimé  à  l'aide  de  L',  G',  H',  A,  x,  y],  comme  on  le  montrera 
bientôt, 

R,  rir  —  ^  A2  COSS-.,, 


L',  G',  H'  ne  figureront  explicitement  que  dans  les  coefficients  Ao;  la  dérivée 
par  exemple,  sera  prise  en  faisant  varier  G'  dans  les  A2.  Mais  on  peut 

dit 

avoir  une  autre  expression  de  cette  dérivée  en  remarquant  que 

dl\^  di^  OjCr) 
~âC  diV      d{G)  dCr' 

représenterait  la  dérivée  de  R,  prise  par  rapport  à  G',  en  faisant  varier  G'  à  la 
fois  dans  les  coefficients  Ao  et  dans  les  quantités  /„,  g'o,  qui,  d'après  les 
relations  (45),  figurent  dans  les  arguments  £r,.  Il  faut  donc  retrancher  de  l'ex- 
pression précédente 

<m^  d]^     d[\j_  jh      dRi  On 

ce  qui  donne,  en  remarquant  que,  d'après  (42  ),  '^j^  =  i  et  que  ~  =  go, 

dK,  _     dWy       ^Ri  (d^  01^      dK^dg,  ,  âK\ 

W^^'lG       dW)  '   ^  V  dl  dG'  ^  dy.  dG'  ^  ôr,  dG'  ) 

Si  l'on  ajoute  cette  valeur  de  ^  à  l'expression  (47)  de  ^,  on  trouve,  après 

T.  -  in.  26 
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\dL' 

/  dl 

\dll'  dG'J 

dv.  dR, 

Le  coefficient  de  ^  -f-  c  est  nul,  d'après  (44)^  et  il  reste 

_  ^^^^ 

dt       ~~  W  ' 

(48) 

'  et  de  même 

dn  (^R 1 

~dt 

Le  calcul  est  le  même  aussi  pour  il  y  a  toutefois  une  légère  différence 
dans  le  résultat  final.  On  trouve 

dt  -~  '      i  "      i  d{G)  ^'^  i  oi(H)       »  âC 

l  ^  _  ^'        _  i! 
~dV  ~'  "  dC      7  d(G)      i  djR) 


^  dl  dA  dV  ^  df]  dL 


en  ajoutant,  il  vient 


dl      .     i'"  ,  dR, 

Les  formules  (46),  (48)  et  (49)  résolvent  la  question;  toutefois,  pour  rame- 
ner la  forme  canonique,  il  reste  un  dernier  petit  changement  à  faire  en  posant 

(5o)  c+ y  n'L'--=R'. 

On  trouve,  en  introduisant  R'  au  lieu  de  R,, 

^_,àQ_d^__d^ 
^  dt  —  '     dL'     dL'  ~'~  dL'' 

Ou  a  d'ailleurs 

, .    ^     cIRi . 

d\  ^  dl' 
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il  vient  ainsi 


(5i) 


dU 

dR' 

dl 

d\V 

~dt 

dt  ~^ 

^' 

dCj' 

dR' 

dR! 

dt 

dt  ~~ 

dR' 

_  dR' 

df] 

dR 

dt 

df]  ' 

lit~'~ 

dR'' 

Pour  nous  rendre  compte  de  la  forme  de  l'expression  de  R'  en  fonction  de  / 
et  des  nouvelles  variables  L',  G',  H',  X,  x,  y],  nous  remarquerons  que,  Go(/  +  c) 
étant  la  partie  non  périodique  de  6  =  il  +  i' g  +  i"h  -f-  i"'n! i  +  ^,  on  a 

(52)  0o(^  +  c)  ~  i\  +  i'yt.  •+■  i"-f\  +  i"' n' t-A-  q. 

On  pourra  remplacer  ^^{t  +  c)  par  cette  valeur  dans  les  formules  (IX)  et  (X), 
et  aussi  dans  les  formules  (35),  qui  donneront 

Ri  =  — ^  A,  ces  3^2, 
Sr^  =r  (il  =b  ij)  A  4-  («i  ±  i'j)  /  +  («7  ±         n  +  n't-\-  q,  ±  qj 

OU  bien 

Sto  =  u_\-\-  ^2  X  +  il  n  +  «2"  n'  t  -h  q^. 

On  voit  bien  maintenant  que,  en  formant  dans  les  équations  (5i)  les  déri- 

,     dR'   dR'   dR'   .    ^  r       ]      1      •  •         *       •  1 

vees  -^^  ,  le  temps  ne  sortira  plus  des  signes  sinus  et  cosinus,  car  la 

différence  R' —  R,  qui,  d'après  la  formule  (5o),  est  égale  à 

i'" 

se  réduit  à  une  fonction  de  L',  G'  et  H'. 

11  est  important  de  remarquer  que,  dans  la  solution  du  problème  restreint, 
les  différences  L  —  L',  . .. ,  h  —  r\  s'annulent  quand  on  suppose  égal  à  zéro  le 
coefficient  A  du  terme  périodique  AcosO  considéré.  En  effet,  les  formules  (I) 
et  (II)  donnent  alors 

dL  _  dl  _dR^ 

~di  "dt  '~  dL' 

on  en  conclut  que  L,  G,  H,  ^)  ~,  ~  sont  constants.  Donc  les  quantités  /,  g, 

h  sont  égales  à  leurs  parties  non  périodiques,  c'est-à-dire  à  X,  x,  yj.  D'autre 
part,  les  formules  (IX)  donnent 
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après  quoi  les  relations  (43)  montrent  qu'il  en  résulte 

L  =  L',       Gr^  G',  H=H'. 

95.  Autre  démonstration.  —  On  peut  arriver  aux  formules  de  Delaunay 
par  une  autre  voie,  comme  l'a  montré  M.  Radau  {Bulletin  astronomique,  t.  IX, 
p.  336);  nous  nous  contenterons  d'indiquer  ici,  en  quelques  mots,  le  principe 
de  cette  démonstration. 

Pour  passer  d'un  système  d'éléments  canoniques  bi  à  un  autre  a^,  p^-,  il 
suffit,  d'après  Jacobi,  de  prendre  pour  les     des  fonctions  des     et  de  faire 

^  à  ai  oiy.i 

Un  cas  particulier  est  celui  des  relations  linéaires  qui  satisfont  à  la  condition 
a^h^^  a^b.^-}-  . . .  =  a,  ^,  h-     ^2  +  •  •  •  »  par  exemple 

(33  "  ^3  61  H-  63  , 

où  p^,  P3  sont  des  coefficients  numériques.  Mais  l'on  peut  aussi  prendre 
pour  ces  coefficients  des  fonctions  des  a^,  en  mettant  à  la  place  de  la  première 
relation  (T)  la  suivante 

(II*)  dai=     dai-+-  p^da.^~h Pida^. 

En  faisant p.,=  p.^  =  o,  on  voit  qu'il  sera  permis  de  remplacer  a^ ,  b^  par  a,  =  /(^t,) 
et  [3,  —  bf        C'est  ainsi  que  nous  avons  remplacé  C  et  /  H-  c  par  L  =  /(C)  et 

1=  (t  ^-  ^)^*  Notons  enfin  qu'on  peut  mettre  bi-hpt-+-  ^  à  la  place  de  bi,  en 

remplaçant  R  par  R  -  pai  ;  c'est  ainsi  que,  plus  haut,  ?  +  c  et  R  —  C  ont  remplacé 
c  et  R.  On  arrive  donc,  en  premier  lieu,  au  système  canonique  L,  G,  H,  /,  g,  h. 

Ne  prenons,  dans  R,  que  les  termes  qui  dépendent  de  L,  G,  H  et  de  l'argu- 
ment ^  =  il -h  i' g -ï- i"/i-h  pt -h  q.  Les  formules  (T)  montrent  qu'on  peut 
remplacer  l'élément  /  par  Ô  en  gardant  g,  h  et  en  remplaçant  L,  G,  H  par  les 
nouveaux  éléments  0,  (G),  (H)  déterminés  comme  il  suit  : 

L  =  i&,  G  —  <'0  +  (G),  Hrr.t"0  +  (H), 

pourvu  qu'on  remplace  aussi  R  par  R  —  p&.  Comme  la  fonction  R  ne  renferme 
plus  g,  h,  les  éléments  (G),  (H)  sont  des  constantes  :  il  ne  reste  que  deux  va- 
riables 6,  0  liées  par  l'intégrale  R  =  const.  ou  R  +  C  =  o.  Les  équations  cano- 


(1*) 


«1  —  Pl  «1  H-/'2  «2  +  /"s  OC3  ; 
, 
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niques  sont  dès  loi's  intégrables  par  des  quadratures  qui  introduisent  les  nou- 
velles constantes  c,  (g),  (h). 

L'équation  R  +  C  =  o  étant  différentiée  par  rapport  aux  constantes  (sous  le 
signe  S)  et  les  dérivées  de  R  remplacées  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(III*)  dtdC=---d&dd  +  d9§Q-i^dgè{G)  dhd(ll). 

Si  nous  supposons  0  exprimé  en  fonction  de  la  variable  indépendante  0  et  des 
constantes  C,  (G),  (H),  nous  aurons  <50  —  o,  et,  en  posant 


ed&    (lim.  inf.  Ô  =  o), 

on  obtient  immédiatement  les  relations  (VI)  de  la  page  198,  qui  permettent 
d'exprimer  t,  g,  h  par  les  dérivées  partielles  de  K. 

En  supposant  G  et  0  exprimés  par  les  six  constantes  C,  ( G  ),  (H),  c,  (g),  (A), 
l'équation  (HT)  devient  une  identité.  Or  nous  avons  vu  que  les  intégrales  (VI) 
conduisent  à  des  développements  qui  dépendent  d'un  argument  t  —  Gq  (t  -+-  c) 
et  dont  les  coefficients  sont,  comme  G^,  des  fonctions  de  L,  (G),  (H)  ;  ces  déve- 
loppements ont  la  forme 

0  T  +  9,  sinr  +  02  sin2T  + .  .  . ,  t=  6o{t-[-c), 

1  —  "K  -i-     siriT  H-  l-i  sin2T  H- .  .  .  ,  1  =  {/.)  +        +  c) , 


^dd 

0  — .  0nH-  01  COST  -H.  .  .  ,  0-y-  =:  Ao+  Al  COST  +  .  .  .  , 

CIT 

OÙ  Ao  —  ©0  +  ~ (^1  ®i  +  ®2  +  •  •  •  )•  JEn  considérant  que  les  termes  non 
périodiques,  on  trouve  qu'on  aura 

et  (Iir)  devient 

aC  =  0o^Ao+^o<5(G)  -t- Ao(5(H). 

Cette  relation,  rapprocbée  de  (II*),  montre  que,  lorsqu'il  s'agit  de  procéder  à 
la  variation  des  constantes,  on  peut  remplacer  C  par  Aq,  en  gardant  (G),  (H)  et 
remplaçant  /  +  c,  (g),  (h)  par  les  éléments 

Enfin  les  formules  (T)  montrent  qu'on  peut  également  adopter  le  système  L', 
G',  H',  X,  X,  Y],  qui  se  déduit  du  précédent  comme  il  suit  : 

L'  —  f  Ao  T  —  il  +  « 'x  +  i"n  +  pt  +  q, 

G'  =  «'Ao+(G),  x=x, 

H'=rAo+(H),  Yjr^y), 


•2o6 
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en  ajoutant  à  H,  le  terme  -4-/>Ao.  11  est  facile  de  voir  que  ces  formules  coïncident 
avec  les  formules  finales  de  Delaunay. 

96.  Résumé  des  formules.  —  Le  moment  est  venu  de  saisir  dans  une  vue 
d'ensemble  tous  les  calculs  précédents. 
On  avait  à  intégrer  les  équations 


(A) 


où  l'on  avait 


(B) 


/  dL 

c9R 

dl  _ 

(?R 

l  dt 

d^t  ~ 

]  dd 

_ 

d" 

\  dt 

~~  à  g' 

dt  ~ 

M' 

dR 

^R 

dh 

dK 

\  dt 

àt  " 

m' 

=  -B  - 

-  A  cos9, 

e  —i  i 

+  i  '  ^  + 

i"  i"'n 

t  +  q 

+  ^  + 

ilh-^i':;n' 

l  +  ^1 

On  a  intégré  rigoureusement  les  équations  (Aq)  obtenues  en  remplaçant 
dans  (A)  R  par  R^,;  dans  la  pratique,  on  pourra  suivre,  au  lieu  de  la  méthode 
indiquée,  tel  procédé  que  l'on  voudra,  pourvu  que  l'on  introduise  six  con- 
stantes arbitraires.  On  développera  les  expressions  de  /,  g,  h,  qui  se  compose- 
ront chacune  d'une  partie  non  périodique  et  d'une  série  de  sinus.  On  désignera 
les  parties  non  périodiques  par  \,  x,  y],  et  l'on  aura,  quelle  que  soit  la  voie 
suivie 


L]  cos(i>.  +  i'x  +  i''n  +  i'"  n'  t  4-  ^)  4-  La  C0S2  (/A 
Gi  cos {il  +  i' Y.  -\-  i"-n     i'" n' t  -h  g)  -h     cos 2 ( « X 

TT      ^    _        /    •  *1  •/  • //  •///        f    .  \  TX  /    • -\ 


(C) 


L  =  L 

G  =  Gq  +  Gi  cos  {il  +  i'  y.  -\-  i"-n  i'"  n'  t  -h  g)  -h  cos  2  {il 
H=:  Ho+  HiCos(f>i  -I-  i'A  -i-  i"-f]  -i-  i'"  /l' t  h-  ^)  +  H2  cos>'2{il 

l  ^1  Il  sin  (  t  X  +  f  ' X  +  i" -f]  +  i'"  n'  t  -h  g)  +  I2  sin  2  ( <  A  + 
g— -y.  +  gisin{il  i'y.  +  i"'f\  +  i'"  n'  t  g)  +  g^  sina  (f  A  h- 
h  =  n  +  hi  sin  ( «  A  H-  « ' X  +  j " r]  +  i'" n'  t  +  g)  +  sin  2  ( H  H- 
Q  =il-^  i'yt  +  i"r]  +  i"'n'  t  +  g 

H-  Oi  sm{il  +  l'y  +  i"-n  +  i'"  n'  t-\-  g)  4-  9.,  sin2(<A  + 


...) 

•••) 
.  . .  ) 

•)H- 
•)  + 


(1)  Les  expressions  suivantes  do  L,  G,  H,  /,  g,  h  s'obtiennent  en  remplaçant,  dans  (IX)  et  (X), 
60 (if  4-  c)  par  sa  valeur  (Sa). 
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Ou  posera  les  équations 


L'  =  Lo  +  ^  (  L,  9i  +  2  L,  ^2  + .  .  .  ) , 


qui  déterminent  en  fonction  de  L',  G  et  H'  les  constantes  C,  (G),  (H)  ou  leurs 
équivalentes,  de  telle  sorte  que  les  formules  (C)  et  (D)  donneront  finalement 
les  expressions  de  L,  G,  H,  /,  g  et  h  en  fonction  du  temps  et  des  six  quantités 
L',  G',  H',  \,  /.,  Y]. 

On  aura  une  vérification  importante  de  l'ensemble  des  calculs  par  l'équa- 
tion 

■/// 

(E)  B+ + A  ces 0:=C, 

i 

dont  le  premier  membre  devra  se  réduire,  après  les  substitutions  (C;,  à  une 
simple  fonction  de  L',  G'  et  H'. 

Cela  posé,  pour  intégrer  les  équations  (A),  il  n'y  aura  qu'à  conserver  les 
expressions  précédentes  de  L,  G,  H,  /,  g,  h  en  fonction  de  t  et  des  six  quantités 
L',  G',  H',  A,  X,  7],  pourvu  qu'on  détermine  les  nouvelles  variables  par  les 
équations 


(F) 

où  l'on  a 

(K) 

On  voit  qu'on  est  ramené  à  un  système  (F)  d'équations  différentielles  tout 
pareil  au  système  (A),  la  fonction  R'  ne  contenant  plus  maintenant  le  terme 
périodique  -  Acosô  que  l'on  voulait  éliminer.  La  partie  non  périodique  est 
modifiée  par  la  quantité  y /z'L  -  C.  On  devra  opérer,  dans  R,,  la  substitu- 
tion (C),  ce  qui  donnera  pour  R'  une  expression  de  la  forme 


dlV 

dl 

dVV 

i   dt  ~ 

dt 

dh' 

)  _ 

dy. 

dR' 

j   dt  ~ 

^' 

dt  ~  ~ 

dG' 

\  dR' 

dR' 

d-f] 

dt 

dfi  ' 

~dt~~~ 

dlV 

Ri-C- 

i"' 
i 
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Enfin  Delaunay  opère  dès  à  présent  la  substitution  (C)  dans  les  expres- 
sions (il)  de  la  longitude  Y,  de  la  latitude  L  et  de  ^-  On  est  donc  ainsi  ra- 
mené à  isoler  l'un  des  termes  périodiques  -  A^cos^Ta  de  R'  et  à  reprendre  un 
engrenage  de  calculs  semblable  au  précédent.  On  aura  bien  remarqué  que  les 
quantités  C,  (G),  (H),  c,  (g),  (h)  n'ont  servi  que  d'intermédiaire  et  qu'elles 
ont  finalement  disparu.  On  observera  également  que  la  formule  (K),  rappro- 
chée de  l'expression  (E)  de  C,  donne 


R'=  R 


n'[L' 


OU  bien 

(K') 


.m  ,  . 


On  a  ainsi  simplement  l'expression  de  la  nouvelle  fonction  perturbatrice  en 
fonction  de  l'ancienne,  ce  qui  complète  l'élimination  de  la  quantité  C. 

Il  est  inutile  d'introduire  des  notations  nouvelles  pour  L',  G',  H',  X,  x,  y];  on 
peut  dire  qu'on  remplacera  dans  les  coordonnées  de  la  Lune  et  dans  le  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice  L,  G,  H,  /,  g,  h  respectivement  par 

Li  cos  (  il  +  i'g-  -  H  i"  h  +  i'"  n'  t  ~-v-  q)  +  L.  cos  '2.{il-\- 
GiC0s(i7+  i' g  ■^-  i"h  +  i"' n' t  q)  -h  G,  cos2  {il  + 
HiC0S(i7  +  i'g  +  i"h  +  i'"  n'  t  +  q)  +  H.  cos2(f7  + 

/,  sin{il -}- i' g  +  i"  h i'"  n' t-r  q) 1-2  sin2(i7  +  .. 
g^siniH  +  i'g  +  /"//  4  i'"  n'  t-h  q)  -\-  ^2siri2(i7  +  .  . 
h  4-  A,  sin  («7  4-  i' g  +  i" h  -\-  i'"  n'  t  ^  q)  ^-  /?2  sin  2  {il  +  . 

Les  quantités  C,  (G),  (H),  ou  celles  qu'on  leur  a  substituées,  sont  liées  aux 
nouvelles  quantités  L,  G,  H  par  les  relations 


(D'; 


L        Lo  +  -  (Li  01  +  2  La  02-f-  .  .  .  )  > 

G  =  Go+  ^-(G,0i  +  2G,02  +  .,.), 
H=:Ho+  -(Hi9.  +2H292  +  -.-). 


Enfin  la  nouvelle  fonction  perturbatrice  s'obtient  en  ajoutant  à  l'ancienne  la 
quantité 


i  I  t 

—  «'(  L  -  Lo')  ^  -.-  n'{hi        2L2     +  .  . 

l  9.  L 


ou  plutôt 
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i  r-/i'Li  cos(//  +  V g  4-  i"h  H-  i"'  II' L  --{-  q)  ^  n'h^  cos  2  (    +  ...)--••  • 

(K")  ' 

i  I  i'" 

H  r/l'(Li  01  +  2L,  9, +.  .  .). 

Les  nouvelles  variables  devront  vérifier  encore  les  équations  (A),  dans  les- 
quelles la  fonction  R  a  le  sens  qui  vient  d'être  indiqué. 

97.  Cas  d'exception.  —  Les  formules  précédentes  sont  en  défaut  quand  on 
a  i  =  o,  car  cette  quantité  a  été  souvent  introduite  en  diviseur.  Mais,  si  i  étant 
nul,  i'  ne  l'est  pas,  on  pourra  faire  jouer  à  G  le  même  r()le  qu'à  L.  On  verra 
aisément  que  les  formules  (C)  et  (D')  subsisteront,  à  la  condition  de  prendre 
hp  =  o  pour  /?  >>  o  et  de  remplacer  (K")  par 

i'"  i'" 
—  -^j  n'Gi  cos(/'^-  +  i"  h  +  i"'  Il  t  -v-  q)       .jh'Vj.^  (1.0^2  {i'  g-  -y- ...)—.,  , 

i 

Si  les  deux  nombres  i  et  i'  sont  nuls,  c'est  H  qui  jouera  le  rôle  de  L;  on  fera 
Lp=  =  pour/?>o,  dans  les  formules  (C)  et  (D'),  et  l'expression  (K"; 
sera  remplacée  par 

—  jjfn'R^  ces  («■"/?  4-  V"  II'  t^q)  —  T77/i'H2COS2(«'7j  +  V"  II'  t -\- q)  —  .  .  . 

i  i'" 

+  -  jr,n'{B,  9,  +  2lh  02  +. . .). 

Le  seul  cas  qui  exige  un  traitement  spécial  est  celui  où  l'on  a  à  la  fois 
i=z  i'=i"z=o.  Si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (10),  en  tenant  compte  de 
i'''—i"=o,  on  verra  que  les  arguments  de  R  qui  répondent  au  cas  actuel 
sont  de  la  forme  On  considérera  alors  tout  l'ensemble  des  termes  en  cos/', 
C0S2/',  cos3/',  . . . ,  et  l'on  intégrera  les  équations  (A)  en  prenant 

R  =     =1  —  A  ces  /'  —  A'  cos  2  /'     A"  cos 3   —  ; 

on  ne  prend  pas  cette  fois  de  partie  non  périodique  dans  Ro.  D'après  le  théo- 
rème de  Jacobi,  on  aura  à  considérer  l'équation 

^  —  A  cos  /  —  A'  cos  2  /'  —  ...  =  o, 
ât 

où  les  variables  indépendantes  sont  t,  L,  G,  H;  les  trois  dernières  figurent 
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seules  dans  les  coefficients  A,  A',  ...  et  la  première  dans  l' =  n  {t -\- c' ).  Il 
faudra  trouver  une  solution  avec  trois  constantes  arbitraires.  On  peut  regarder  S 
comme  une  fonction  de  L,  G  et  H,  et  l'équation  aux  dérivées  partielles  de- 
vient 

yS     A      ,    A'  , 

 ;  COS  l  ;  C0S2  /  —  .  .  .  i—  o. 

al       n'  II' 

Elle  est  vérifiée  par 

■  s  =  ^,  s i  n  /'  +  A.  s i  ,1 2  /'  -r- .  .  .  +  (  /  )  L  +  (  ^o-  )  G  +  (  )  H , 


OÙ  (/),  {g)  et  (h)  désignent  trois  constantes  arbitraires.  Soient  (L),  (G)  et  (H) 
trois  nouvelles  constantes  arbitraires.  D'après  le  théorème  de  Jacobi,  les  inté- 
grales générales  des  équations  différentielles  considérées  seront 


à  {h) 

=  (H) 


ou  bien 


I  '  =  (  O  -^ — -,  ^  sm  /'  H  :       sm  2   +  . 

(53)  j  o        \0  J  ^  j^,  -r-  , 

1  /      /  /        i  ôA  .  I    dk'  . 

I  n'  àti  2/i'  dH 

L  =  (L).       G--=(G),  H=r(H). 
On  voit  donc  que  L,  G  et  H  sont  des  constantes.  On  fera  maintenant 

et,  pour  intégrer  les  équations  (A)  avec  cette  valeur  de  R,,  on  conservera  les 
expressions  analytiques  (53)  de  L,  G,  H,  /,  g,  h,  en  regardant  comme  variables 
les  quantités  (L),  (G),  (H),  (/),  (g)  et  (h).  On  sait  d'avance  que  l'on  aura, 
pour  déterminer  ces  nouvelles  variables,  les  équations  canoniques 

à{L)      dR,  ^^G)  _  ÔR^  djE)  _  âh^ 

dl    '    d{l)'  dt    ^  d{g-)'  dt    ~  d{hy 

d{l)     _  diff)  ^  _  (jR,  d{h)  _  _  âRj 

dt  d{L)'         dt    ~     à{{i)'         dt   ~  d{B.)' 

Il  est  inutile  d'introduire  une  notation  spéciale  pour  les  nouvelles  variables, 
et  l'on  peut  dire  que,  après  avoir  intégré  les  équations  (A)  en  y  remplaçant  R 
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par  Rq,  si  l'on  a  obtenu 

l  =:  {  l)  ~\-       sin  /'  +  1-2  Sill  2  /'  H-  .  .  .  , 

^'  (^)  +  gi  sin  /'  +  g-^  sin  2  , 
h  —  [h)  +  ^1  sin/'+  /«,  sin 2 /'  +  ...  , 

L,  G,  H  étant  d'ailleurs  constants,  il  suffira  de  remplacer,  dans  les  coordonnées 
de  la  Lune  et  dans  la  fonction  perturbatrice  augmentée  de 

A  COS/'H-  4' C0S2  ^' + .  . . , 

/,  g-,  h  par 

I  /  H-     sin/'+  ^2  sin?J' -t-.  .  . , 
(54)  /  ^ -F-^i  sin/'H- ^2  sin2/'  +  .  .  .  , 


*h  H-      si  n   H-     sin  2  /'  +  ...  . 
On  aura,  pour  déterminer  L,  G,  H,  /,  g,  h,  les  mêmes  équations  (A). 

98.  Il  conviendra  de  commencer  les  opérations  en  faisant  disparaître  de  R 
les  termes  en  cos/',  cos2/',  ....  On  se  débarrassera  ensuite  successivement 
de  tous  les  termes  périodiques  capables  de  produire  dans  les  coordonnées  de  la 
Lune  des  inégalités  sensibles,  de  sorte  que  finalement  la  fonction  R  pourra  être 
réduite  à  sa  partie  non  périodique.  Les  équations  (A)  donneront  alors 

dL  dG  dE 

-dû-''' 

^  —  ^ 

dt~~'    dC        dt  ~     â{\'        dt  ^  m' 

d'où 

L— consl.,  (i  =  const.,  H=:const., 

(A)  désignant  cette  fois  des  constantes  définitives  ainsi  que  L,  G,  H; 
/o,  ^0  et  seront  des  fonctions  de  L,  G  et  H.  On  aura  donc  ainsi  les  coordon- 
nées de  la  Lune  exprimées  au  moyen  du  temps  et  des  six  constantes  L,  G,  H, 
(/),te)et(A). 

Si  l'on  appliquait  jusqu'au  bout,  et  avec  toute  leur  rigueur,  les  formules 
précédentes  à  toutes  les  opérations  élémentaires,  on  serait  conduit  à  des  cal- 
culs effrayants.  On  peut  heureusement  les  abréger  en  se  rendant  compte  d'a- 
bord de  l'ordre  des  inégalités  introduites  par  chacun  des  termes  périodiques 
de  R;  on  sera  ainsi  conduit  à  ne  faire  qu'un  nombre  assez  restreint  d'opéra- 
tions complètes  et  un  nombre  plus  considérable  d'opérations  abrégées.  C'est  ce 
qui  sera  expliqué  dans  le  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  XII. 

SUITE  DE  LA  THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  DELAUNAY. 


99.  Classification  des  termes.  —  Nous  avons  tout  d'abord  à  examiner  les 
différents  termes  du  développement  de  la  fonction  R,  afin  de  nous  rendre 
compte  du  degré  d'importance  de  chacun  d'eux,  au  point  de  vue  des  inégalités 
qu'il  peut  introduire  dans  les  expressions  des  coordonnées  de  la  Lune.  Pour 
cet  examen  sommaire,  nous  partirons  des  formules  (A)  du  Tome  I,  p.  169; 
nous  n'en  conserverons  même  que  deux,  celles  qui  concernent  les  dérivées  des 
longitudes  du  périgée  et  du  nœud,  que  nous  réduirons  à  leurs  parties  princi- 
pales, 

dt  na^  e  de  '        dt       [\nd^  y  dy 

Nous  pourrons  considérer  séparément  chacun  des  termes  périodiques, 
—  A  cosO,  où  l'on  a 

d^Ll+  V g     i"  h  i'"  a'  l  -v-g; 
A  contient  l'un  des  facteurs 

m' ,         m' ... 

— — —  —  n'^-,,  •••• 

.a'-*  a'*  a' 

Nous  appliquerons  les  formules  (i)  en  considérant,  dans  les  arguments  6,  /, 
g,  h  comme  étant  de  la  forme  a  -h  p/;  pour  /,  le  coefficient  |3  est  égal  à  n  \  dans 

le  cas  de  g  et  de  h,  il  est  de  l'ordre  de  n         •  comme  on  peut  le  conclure  des 

formules  (i)  elles-mêmes.  On  devra  donc  prendre 

sinô 


in      i 'j3  -H        H-  i'"  n' 
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en  représentant  par  p  et  p'  les  moyens  mouvements  de  g  et  h.  Gela  posé,  on  voit 
que  le  diviseur  de  sinO  sera  de  l'ordre  o  si  i^o,  de  l'ordre  i  si  «  =  o  et  i"'^o, 
enfin  de  l'ordre  2  si  l'on  a  en  même  temps  i  =  o  et  i'"—  o.  Il  peut  donc  y  avoir, 
par  le  fait  de  ce  diviseur,  un  abaissement  de  deux  unités  quand  on  passe  de 
l'ordre  d'un  terme  de  R  à  l'ordre  des  inégalités  correspondantes  pour  les  élé- 
ments. C'est  pourquoi  Delaunay  a  conservé  le  neuvième  ordre  dans  les  termes 
de  R  qui  contiennent  /'  sans  /,  et  même  le  dixième  ordre  dans  ceux  qui  ne  ren- 
ferment ni  /  ni 

Il  y  a  une  autre  circonstance  dont  il  faut  tenir  compte;  ^  et  ~  sont,  dans 

les  formules  (1),  accompagnés  des  facteurs  ^  et  -  •  Le  coefficient  A  est  de  la 
forme 

A„  e/'  +  Al  e''-^^  H-  A,  eP+^+  

I  dA 

Si p  est  nul,  A  et  ~  ^  sont  du  degré  o  par  rapport  k  e.  S\  p  =  i  ou  2,  l'ordre 

de  A  est  supérieur  de  deux  unités  à  celui  de  ~        On  voit  ainsi  qu'on  peut 

avoir  de  ce  fait  un  abaissement  de  deux  unités.  En  combinant  le  nouvel  effet 
avec  l'ancien,  on  voit  que,  en  passant  de  l'ordre  d'un  terme  à  celui  des  inéga- 
lités qu'il  engendre  dans  les  éléments,  il  peut  y  avoir  un  abaissement  de  un, 
deux,  trois  ou  même  quatre  ordres;  on  pourra  employer  les  mêmes  considéra- 
tions pour  ^        Donnons  quelques  exemples  : 

Le  terme 


m' /  3      3  „      1 5  „      1 5  ,  ,^ 
'         -y-  TT  e- 


^,3  .^f        3-        ^  e'-^  cos(2/i  +  2^+ 2^  —  2A'— 2^'— 2/') 

est  du  second  ordre,  et  il  en  est  de  même  des  inégalités  des  éléments. 
Le  terme 

m' a-  „  /  1 5 


e-        ~ ■  '  ' )       ^ +  2  A  —  2g'  —  ih'  — 


est  du  quatrième  ordre  et  donne  des  inégalités  du  premier  ordre  ^double  abais- 
sement par  le  diviseur  ri  et  par  ^  ^ 
Le  terme 

m' a?    ,      ^  ,  , 

— e   ■  h  .  .  .  cos/ 


a"      \  2 


est  du  troisième  ordre  et  produit  des  inégalités  du  premier. 
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Enfin  le  terme 

est  du  sixième  ordre,  et  les  inégalités  correspondantes  sont  du  deuxième. 

En  opérant  ainsi,  Delaunay  a  trouvé  dans  R  cinq  termes  pouvant  donner 
naissance  à  des  inégalités  du  premier  ordre  dans  L,  G,  H,  /,  g,  h\  ils  ont  pour 
arguments 

2  /?  +  2  ^ ■  +  3  /    —  2  A'  —  2  ^'  —  2 
2  A  +  1g  -h  /       —  2  h'  —  2  g'  —  2  /', 
2  h  +  2  g  —  2  h'  —  2  g' —  2 
2  h  —  2  h' —  2  g'  —  2 

11  y  a  de  même  dix-huit  termes  produisant  des  inégalités  (lu  deuxième  ordre 
et  vingt-cinq  conduisant  à  des  inégalités  du  troisième  ordre.  Si  l'on  veut  faire 
disparaître  de  R  les  différents  termes  capables  de  produire  des  inégalités  des 
ordres  i ,  2  et  3,  on  aura  donc  à  faire  disparaître  de  R,  5  +  18  h-  ^5  =  48  termes 
périodiques.  Une  circonstance  spéciale  contribue  encore  à  augmenter  le  nombre 
des  opérations  complètes. 

100.  Introduction  de  termes  nouveaux.  Réapparition  d'un  terme.  — 

Nous  avons  indiqué  dans  le  Chapitre  précédent  que  chacune  des  opérations  de 
Delaunay  a  pour  but  de  faire  disparaître  un  terme  périodique  —  A  cos6  de  R. 
Dans  la  réalité,  les  choses  sont  plus  complexes.  En  premier  lieu,  l'opération 
effectuée  introduit  toute  une  série  d'arguments  compris  dans  la  forme 

(2)  2r2r=&,  ±:./6, 

désignant  l'un  quelconque  des  arguments  primitifs  autres  que  6.  Les  Sr, 
pourront  rentrer  en  partie  dans  les  Sr<  ;  mais  quelques-uns  de  ces  arguments 
peuvent  être  nouveaux.  Toutefois  il  convient  de  remarquer  aussitôt  que  l'ordre 
du  terme  en  S^o  est  au  moins  égal  à  celui  du  terme  en  augmenté  d'une 
unité,  car  les  inégalités  introduites  par  le  terme  en  6  sont  au  moins  du  premier 
ordre. 

Il  peut  arriver  même  que  l'on  ait  =  ;  cela  aura  lieu  en  particulier  si  l'on 
a  S,  =  26,7=  I  ;  de  sorte  que  l'argument  6  que  l'on  avait  chassé  reparaît  im- 
médiatement. Supposons,  par  exemple,  G  = /;  le  terme  -  A  cos6  est  de  la 
forme 


(3) 


e(Ao-h.  .  .)  cos/. 
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Il  est  du  troisième  ordre  et  donne  lieu,  comme  on  l'a  vu,  à  des  inégalités  du 
premier  ordre  dans  les  éléments.  D'autre  part,  le  terme  en  =  i^  est  de  la 
forme 

^'(^o  +  -  •  •)  C0S2/; 

il  est  du  quatrième  ordre  et  donne  des  parties  du  cinquième  ordre  quand  on  a 
opéré  la  substitution,  après  avoir  tenu  compte  des  termes  en  cos/;  on  retrouve 
ainsi  un  terme  tel  que 

m'a'^  i  m'a"- 

— ~i  TT- c-(Bo+ . . .)  cos/; 

ce  terme  en  cos/,  qui  a  reparu,  se  trouve  être  ainsi  de  la  forme 

W  ^-%(^)'(C.+  ...)cos/. 

Le  terme  disparu  était  (3);  ce  terme  réapparaît  sous  la  forme  (4);  au  lieu 
d'être  du  troisième  ordre,  il  est  maintenant  du  cinquième,  mais  donnera  lieu 
encore  à  des  inégalités  du  troisième;  donc  on  devra  encore  lui  appliquer  une 
opération  complète. 

On  pourrait,  par  une  modification  de  la  méthode  de  Delaunay,  faire  dis- 
paraître à  la  fois  non  seulement  le  terme  en  cos  G,  mais  aussi  les  termes  en 

COS2G,  cos36,  On  empêcherait  ainsi  le  terme  disparu  de  revenir  aussitôt; 

mais  il  reviendrait  un  peu  plus  tard,  après  deux,  trois,  .  ..  opérations.  De 
sorte  que  la  réapparition  d'un  terme  est  un  phénomène  général;  toutefois  il  n'y 
a  pas  grand  mal  quand,  après  son  retour,  il  ne  donne  pas  lieu  à  une  opération 
complète. 

Finalement,  dans  le  cours  des  quarante-huit  opérations  sur  lesquelles  on 
comptait  d'abord,  on  a  rencontré  quatre  nouveaux  termes  des  ordres  5,  5,  7,  7; 
cinq  termes  ont  reparu,  avec  des  ordres  augmentés  de  i,  2,  2,  2  et  3  unités. 
11  a  fallu  faire  ainsi  48  +  4  +  5  =  37  opérations  complètes.  Leur  détail  remplit 
les  882  pages  in-4  du  Tome  I  de  Delaunay. 

101.  Formules  auxiliaires.  —  11  reste  à  dire  comment  on  arrive  dans  la 
pratique  de  chaque  opération  aux  développements  (IX)  et  (X),  p.  195,  de  L,  G, 
11,  /,  g,  h.  Il  est  plus  simple  de  ne  pas  recourir  à  la  quadrature 

I  r  dL 

^  J  s/k'--{C~B,Y 

Delaunay  a  ramené  tous  les  calculs  qui  se  sont  présentés  à  lui  à  deux  types 
d'équations  différentielles  simultanées  du  premiei'  ordre. 
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Premier  type  : 

de 


[a) 


,  =  QMsine, 
dt 

de    ^du  r 

~  Q        COS  9  +  -  • 

dt  de  de 


Q  est  un  coefficient  très  petit,  M  et  P  deux  fonctions  développées  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  la  petite  quantité  e. 

On  opère  dans  chaque  cas  particulier  en  faisant  des  approximations  succes- 
sives, en  négligeant  d'abord  Q,  puis  Q^  Q%  ....  On  trouve  ainsi  les  développe- 
ments de  e  et  de  0  sous  la  forme 


(^) 


ez-e^-V  El  COS 00 ('^  +  c)  +  E2  ces 2  9o( ^  +  <?)  H-  •  •  •  : 
0  =  00  (  ;  +  c )  -H  01  sin  00  (  ^  -i-  c )  +  02  sin  2  0(,  (  ^  +  c ) 


e,  et  c  sont  les  deux  constantes  arbitraires;  et  sont  des  polynômes  de 
degré  /?  en  Q  dont  les  coefficients  dépendent  de  e,,  ;  Oo  se  présente  sous  la  forme 
d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  Q^,  les  coefficients  dépendant 
de  e,.  Delaunay  n'a  pas  jugé  utile  de  donner  les  expressions  analytiques  de 
et  de  Ô^.  Il  a  rencontré  ce  premier  type  dans  celles  de  ses  opérations  qui  portent 
les  n^**  26  à  45  et  49  à  57.  Ce  qui  le  caractérise,  c'est  que  la  quantité  e  ne  figure 

nulle  part  en  dénominateur;  dans  toutes  les  opérations  mentionnées,  ^  con- 


tient le  facteur  e  et        -t^  est  entier  en  e. 

lia- e  oe 


Deuxième  type  :  On  le  rencontre  dans  les  opérations  1  à  25  et  46  à  48; 
e  figure  en  dénominateur  dans  les  équations  différentielles  qui  sont  de  la 
forme 

I  ^  =M(i  +  Mie2  +  M2eMsin0, 

1  ^      N  (  1  +  Ni        N,    +  N3  e«  )  +  M  "i^-^'^-^'^^  ces  0  ; 
\  dt  e 


(A) 


6  désigne  l'argument  considéré  dans  l'opération  dont  il  s'agit,  M  une  quantité 
du  second  ordre  au  moins.  M, ,  M,,  N,  N, ,  No,  N^,  ,  P2  des  quantités  de  l'ordre 
zéro.  Delaunay  a  donné  seulement  les  intégrales  sans  faire  connaître  la  marche 
employée;  j'ai  pensé  qu'il  était  bon  de  combler  cette  lacune.  Soit  posé 

^=Q,        f{e)=i  +  M,e'--^M,e'+..., 
=  I  +  Ni  e'-+  Nj    +  N3  e«  + .  . .  ,  ']){e)  
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les  équations  (A)  pourront  s'écrire 


(5) 


de 

dQ 

~-.=  (p(e)  +  Q4;(e)cos9. 


On  pourrait  intégrer  ces  équations  par  des  approximations  successives,  en 
négligeant  d'abord  Q,  puis  Q%  mais  il  vaut  mieux  se  rappeler  que  l'argu- 
ment 6  peut  être  développé  sous  la  forme 

(6)  0=:0o(^  +  c)  +  QaiSin0o(^  +  c)  +  Q2a2sin2  0o(^  +  c)  +  

En  substituant  dans  la  première  équation  (5)  et  employant  les  approxima- 
tions successives,  on  trouve 

(7)  e  =  ei4-  QPi  cos0o(^  +  c)  +  Q2j32COS2  0o(^  +  c)  H-  

Il  s'agit  de  déterminer  a, ,  . . . ,  ,  . . .  et  Oo  ;  et  c  seront  les  deux  con- 
stantes arbitraires.  On  pourra  développer /(e),  ^(e),  ^{e)  parla  formule  de 
Taylor  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  0„(^  h-  c);  on  aura,  par  exemple, 

9(e)  =  9,-1-  9;  [Q(3i  cos0o(^-t-  c)  H-  Q2(35cos2  0o(^  +  c)  +  .  . .] 
+  9i    ^Q^f3^  +  ^Q-^(3f  cos20o(^  +  c)-f-...j  4-..., 

OÙ  l'on  a  écrit,  pour  abréger,  (p,,  cp'^,  . . .  au  lieu  de  cp(e,),  {e^),  On  déve- 
loppera de  même  les  expressions  de  sinG  et  cosG;  on  les  substituera  en  même 
temps  que  celles  de  f{e),  ^(e),  '>p(e)  dans  les  équations  (5),  et,  en  égalant  à 
zéro  les  coefficients  de 

sin0o(^  +  c),    sin20o(^ -h  c),  cos0o(^  +  c),    cos29o(< -h  c), 

et  le  terme  non  périodique  de  la  seconde,  négligeant  Q\  on  trouvera 
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«2  =  i  (a,  ^1  +  [3,       +  (3^  9;  4-  9';, 


(8)  -f^  =  9i  +  - QM  -    4^1  +    4^1  +  (^i  9Ï  )  ; 

T.  -  III. 
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d'où,  avec  la  précision  indiquée, 


^        /i        ^         +  Pi  9'i 

(9) 


f=      «1/1+ ^i/; 

P2  —  7  5 


a2  = 


Les  formules  (6)  et  (7)  donnent  d'ailleurs 


e  sin( 


l^e,  +  ^      (e^         (Sa  —  ^  e,      +  ^  a,  [3, 
+-  ^  Q  (gj  ai  H-  [3i  )  sin2  6'o  (  f  +  c) 


sin  9o(^  +  c) 


+         (^e,  ao  ^  [3, H-       a"^  !-  ~  «i     )  sin  30o(«  +  c)  +.  . .  , 


e  COS0  =  ^  Q  (—  ^1  «1  +  j3i  )  -h 


2 


^Q^  (^— ei         [32  —  ^e,     —  ^  a,  (3i^j  cos9o(<  +  c) 
+  ^  Q(ei  «1  --f-  {3i)  cos2  5o(^  + 

+  ^      ^fii  «2  +  [^a  +  ^ei<x\+  ^  ai  jSj^  cos 3 ô,, ( ^  +  c )  + .  . .  . 

Delaunay  a  désigné  par  le  coefficient  de  sinGo(i-f-c)  dans  esin9;  pour 
retrouver  ses  formules,  il  y  a  donc  lieu  de  poser 

«1  +  ^  «2  —  (32  —  ^  ei  a^  H-  ^  ai  f3i  ^  =  eo , 

d'où 

('o)  ^i==^u(i-^Q^a,+  ^-Q-^a?)  +  ^Q^([3,-^ai[3,). 

On  devra  remplacer  partout  e,  par  cette  valeur.  Les  formules  précédentes 
donnent 

j  ecos0=rEo+  («0+ Kl)  cos9o(^  H-  c)  +  E,  cos2  0o(^  H-  c)  +  Es  cos3  0o(^  4  c)  +. .., 
'  esinO^  eo  sin0o(^  H- c) -h  E2  sin26'o(^ c) -t- E3  sin  36'o(^  +  c) +. .., 


OÙ  l'on  a  fait 


(11: 


El  =  (^(^s—  eoas—  ^ai  (3i  +  ^eoafj, 
E2=  ^Q((3,+ eoai), 

Es       ^       ^[32  +  eo  «2  -t-  l  «1  (3i  -r  ^  eo  «î^ 
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On  s'assurera  aisément  que,  au  degré  de  précision  cherché,  on  peut  rem- 
placer, dans  les  formules  (9),  cp,,  cp', ,  ...  par  cpo,  9^,  mais,  dans  (8),  on 
doit  prendre 

9i  =90+ («1— ^o)9o 
ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  (10), 

11  faut  maintenant  remplacer /«,  cpo»  '^^o  par* 

^0 

Les  formules  (9)  donneront  successivement  [3,,  a^,  (^o,  a^,  après  quoi  on 
tirera  Eq,  E,,  E2  et  E3  des  relations  (11).  On  trouvera  ainsi,  en  remettant 

^  au  lieu  de  Q, 

I  f3i  =-i  +  (N,-M,)eo^+(N2-]\l2-N?  +  MiN,)e^ 

=  ^  [     i  +  (P,-3N.)e^+(P2--5N2+5N?-2M,N,-NiP,)e;n> 
^0 

+  (3M2  +  6N2- P2+ 2M?-9N?  +  2MiNi-MiPi+ aNiPOeJ], 

a2  =  ^-^[    2  +  (M,-6N,+ P,)e^ 

-^(M2-4N2-P2-i-i4N?+  Pf-MiN,-MiPi-5N,P,)eâ], 

I  M 

Eo  =^  ^    ^    [-  2  +  (4N,  -  M,  -  P,  )  el     (6N2  -  M,- P,-  6N^     3M.  N,4-  N,  P,  ) 


I  M 


^^^IE,  =  -    ^    [(P,_M,~2Ni)eg+(P2-M,-4N,+  4N?-MiN,-N,POen> 


E 


I  /MV 

-h  (4M2 -1-4^2-  12N2+  2M?  +  f4N?— i3M,  N,+  2MiPi-  5N,  Pi)e^] 
E3  =  g  (^j^- j  (2M2-I-  4N2-  2P2+  2M?  +  6N'ï  +  2P-^  +  9M,  Ni  -  4Mi  Pi-  7N,  P,  )  e^ 
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On  a  ensuite 


-,Q^[M.+  3N,-3E\ 


+  (M,+  ioN2-5P2.-6N?-P?+3M,N,-M,  P,+  5NiP,)e^], 
9i  =  ?o+  ^Q'[N,+  (2N2-8N?-+--MiN.  +  3N,  P,)el], 

d'où 

/  0o  =  N(i  +  N,c^+N2eâH-N3e«) 


I 

[M, 

l  +(M2+  r2N2-5P2-i4N^-Pî-+4MiN,-M,Pi  +  8NiPOe„2]. 

Si  l'on  fait 

(F)  0  =  ^o(^H-c)  +  9,sin9o(<+c)-)-92sin25o(^^c)+..., 


on  aura 


(G) 


l         M       '    I   /  M  \  ^ 


Les  formules  (B),  (C),  (G)  résolvent  la  question;  elles  sont  identiques 
à  celles  de  Delaunay  (t.  I,  p.  107  et  108);  il  est  vrai  que  nous  lui  empruntons 
deux  petits  termes  en  (^^J  qui  figurent  avec  un  (*)  dans  les  expressions 
ci-dessus  de  Eo  et  de  G,;  notre  calcul,  pour  les  donner,  aurait  dû  être  poussé 
plus  loin.  Les  valeurs  précédentes  de  e  et  dé  G  seraient  incommodes  à  cause  des 
petits  diviseurs  e^,  <,  . . .  qu'elles  contiennent;  fort  heureusement,  les  dévelop- 
pements (B)  de  esinG  etde  ecosG  ne  renferment  pas  ces  diviseurs,  et  ces  déve- 
loppements sont  les  seuls  dont  on  ait  besoin  ('). 

Pour  mieux  faire  comprendre  la  méthode  et  la  façon  de  l'appliquer,  nous 
allons  faire  un  exposé  sommaire  des  deux  premières  opérations  de  Delaunay; 
mais,  auparavant,  nous  rappellerons  la  signification  initiale  de  L,  G  et  H  ; 

(i3)  L  =  v/i^»       G  =  v/f^r=^,       H=G(i  — 2y2). 


(1)  Foir  le  Tome  I  de  Delaunay,  p.  HjS-SS^. 
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On  en  déduit  sans  peine,  en  développant  suivant  les  puissances  de     et  y^, 

da         3  da    da   

de       \  —  àe  \     (       i  ,     i   ,         \  de 


(?L       na-e  dCi  na}e\       2         8  ^jj 

I     /       I         3  , 


(i4) 


dH  f\na-y  \       2  8 

OÙ  l'on  a  mis  ai  à  la  place  de  y/ ~  On  aura  ensuite 

—  ^^^^^^ 
i  ôL      da  ôL       de  dL   '  dy  ôL' 

JdR     âRâa      ÔR  de      àR  ây_ 
j  ôVt  ^       â(}  ^  de       ^  dy  dij' 

\  dR  _dR  da  àR  de^  dR  &i 
\  dû  ~  dâ  dR      de  dR^  dy  dR 

On  pourra  ainsi  former  aisément  les  dérivées  ^5  ^5  ^)  en  partant  du  dé- 
veloppement de  R  (p.  189),  dans  lequel  les  coefficients  des  cosinus  des  argu- 
ments 0  sont  développés  suivant  les  puissances  de  a,  e  et  y. 

102.  Première  opération  de  Delaunay.  —  Nous  prenons  l'ensemble  des 
termes  en  cos/',  cos2/',  . . .  (Delaunay,  t.  I,  p.  261)  : 


7  -  ^7'+  ie^H-  +  -  .  •  )  e'cos/' 

4      2  '       8         32  / 


cette  fonction  perturbatrice  laisse  invariables  L,  G,  H  et,  par  suite,  a,  e,  y  et  n. 

On  trouve 
mules  (r5), 


dR   dR  dR^ 

On  trouve  aisément,  en  calculant  ^  ^t  les  portant  dans  les  for- 


dR 

'  21 

dL  ~ 

~[{ 

dR 

9 

2 

dR 

9 

dR  ~ 

7r[( 

4 

dl 

di'' 


.j  e'cos/'+  [~  ^  +.  .     e'2cos2/'-f-. .  .j  — - 
e'  cos /'  +  (     4r         ^  e'^  ces 2    +  J 
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On  en  conclut,  en  intégrant  et  désignant  par  (/),  (g)  et  (h)  trois  constantes 
arbitraires, 


A  r={h)  

n 

D'après  ce  qui  a  été  dit,  il  faudra  remplacer  dans  les  coordonnées  de  la 
Lune  et  dans  la  fonction  perturbatrice,  diminuée  des  termes  en  cos/',  cos2/', 
/,  g,  h  respectivement  par 

sans  toucher  à  L,  G,  H  qui  resteront  liés  h  a,  e,y  par  les  formules  (i3)  ;  les  rela- 
tions (i4)  subsistent  aussi.  Mais  les  nouvelles  valeurs  de  /,  g,  h  n'auront  plus 
la  même  signification;  on  aura,  par  exemple, 


anomalie  moyenne  =  l  nouveau  --  — 


21 

-h .  .  .  1  e'  sin  /' 


Une  fois  la  substitution  effectuée,  on  aura  encore  les  équations  canoniques 


clL  _ 

dG  _ 

aR 

dt  ~ 

dt  "~ 

à  g' 

dt  ~ 

dh 

dl  _ 

dg  _ 

aR 

dix 

dR 

~dt~~~ 

dt 

di 

(t6) 


103.  Deuxième  opération  de  Delaunay.  —  Elle  a  pour  but  de  faire  dispa- 
raître les  termes  en  cos/.  Cette  fois,  nous  devons  prendre  la  partie  non  pério- 
dique de  R,  avec  le  terme  en  cos/,  soit  (Delaunay,  t.  I,  p.  2G4) 

ia  \4  o         8  2*       4  4 

(.7)  1  +  76^'*"-*- ii''" -':■•■) 

-  -  -}-  3  y-  4-         —  7      +  .  .  .  I  e  cos  /. 
2        '       i6         4  / 
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Nous  allons  exposer  les  calculs  de  Delaunay,  mais  en  ne  conservant  que  les 
principaux  termes  des  formules.  Nous  aurons  d'abord 

G  et  H  seront  constants,  donc  aussi  y.  En  exprimant  a  et  L  en  fonction  de  G 
et  de  e,  il  vient 

(lo)  —   


La  première  des  formules  (i6)  permet  d'écrire 


Gie      de        ,„     / 1      „  i  3  i 


(i  —  e-y  ^  ^ 

d'où,  en  remplaçant  a  par  sa  valeur  (r8)  et  développant, 

de  n'^'GVi 


(19) 


dt 

On  aura  ensuite,  en  tenant  compte  des  relations  (i4)  et  de  la  valeur  (17)  de  R, 


^  _  2   ^      I  —  e^  dK 

na  da       nci^e    de  na^  n 


,    COS//      I        2  1  3 

-1  -„e-  -{-ôy^  —  -f  e'^-+ 

e    \     2      16  '4 

Portons  dans  ^  =  —        remplaçons  a  par  sa  valeur  (18)  et  n  par 

(20)  n:=^^^{i-e^)^, 

et  il  viendra 


(21) 


Les  équations  différentielles  (19)  et  (21),  dont  dépendent  e  et  /,  rentrent 
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dans  le  type  (A)  en  remplaçant  6  par  /  et  faisant 


M(i  +  Ml  e'-) 
M(i  +  Pi  e^) 


V2 

-  Sy^H 

3  „ 
ib 

V2 

-  3yM 

10 

^  ( 

/ 

3  , 

■ri 

G3  \ 

~e--+ 

2 

On  en  déduit 


M      n'^GVi      o  ,  3 

— -  _3y--  +  _  e'- 


N 


U  " 

8  fJL» 


2  1  27    ,        2  1 


.,    .     Mi-:=g+...,         Ni  =  - 

après  quoi  les  formules  (D),  . . . ,  (G)  donnent 


33 


ecos/  = 


27  n'^G^ 

+  Co  COS/o(^"+  ^)  +  7g  r~  ^0  C0S2  /o(^  +  c), 


e  sin/=z     go  sin/o(^  +  c)  +      — sin2/o(^  +  c), 

10  fji* 


I    „  G' 


e-"         4-  7-  n' 


G 


—  n'-  —     cos/o(^  -t-  c), 


4  IX* 
l  =       +  c)  +  /i  sin/o(<  -H  c)  +    sin2  4(^  +  c), 


I  ^      f       3  j 
/i'^G'' 


3  A  _  'l'^GV?  _  21  ,  ,  27        21     \      9  G^ 


4  =  o. 


La  valeur  précédente  de  e-  reportée  dans  (18)  donne 


en  posant 


I  ^  eoCOs/o(^H-  c)J  , 


,       I  n"*G'-' 
F         +     -f-      — — 
F-  \  4  f^» 
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d'où,  avec  une  précision  suffisante, 
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I  +  e,:  +  + 


I  II'*  a] 


ou  encore 

(22) 

en  faisant 

(23) 


I  -h     +  e;;  +  ^ 


4  \«o 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  G-  dans  les  expressions  précédentes  de  ecos/, 
e  sin/,  /q,  /, ,     et  a,  il  vient 


e  cos  / 


1  f  '^y 


+  eo  cos/o(^^+ c)  +  ^  e^cos2/o(^  +  c), 

esin/--        sin/o(^  +  c)  +  ^       )      sin  2 /«(^ -H  c) , 


(24) 


16  \  /«o  , 

7      21  9     3  ,     21   .A  /«' 


10  /  /i' 


^           r  //«' 


2  É^O  \  '^0 

=     +  -  — 


^2  =  0, 


—  )  6^0  cos  A)  (  ^  H-  ; 


J  —       — j  ^0  COS/o(^  +  C) 

!  +  -(  —  )  eocos/o(^  +  c) 


Calculons  maintenant  les  valeurs  de  g-  et  de  h,  ou  plutôt  de  A  -+-  ^  +  /et  de  A 
par  les  équations  différentielles 


dih 


dt 


qui  donnent,  en  vertu  des  formules  (i4)>         et  (17), 


dl 


dh 
~di 


1 

11'^ 

 1 

II 

'  4 

II 

3 

n'^ 

3 

n"- 

4 

II 

2 

n 

Tll. 


29 
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Il  faut  substituer  pour  n  et  e  leurs  expressions  (24);  on  trouve  ainsi  que  les 
coefficients  de  — cosI^Çt  +  c)  dans  les  seconds  membres  des  équations  ]»ré- 

i3  3 

cédentes  sont  respectivement  égaux  à  ^  et  -•  Si  l'on  intègre  en  remarquant 

que  la  valeur  (24)  de  /q  ne  diffère  de  /?«  que  d'une  quantité  du  second  ordre  et 
que  l'on  désigne  par  (g)  et  (h)  deux  constantes  arbitraires,  on  trouve 


(25) 


h-^  g+  l=(h)  +  {g)  +  (Ao  +  ^?'o+  ^0)  {t  -h  c)  -h  ^  '-^  e,iml,{t  +  c) , 

4  /«o 


3  Ai' 


^0  sin/'o(^  +  ; 


Ao  et  ^0  sont  des  quantités  qui,  comme  /«,  dépendent  de  a^,  e^y  y,  n' ,  e',  mais 
dont  nous  ne  donnerons  pas  les  valeurs  parce  qu'elles  ne  nous  sont  pas  néces- 
saires. 

Les  formules  (24)  et  (20)  donnent  les  valeurs  de  a,  e,  y,  /,  g,  h  en  fonction 
de  t  et  des  six  constantes  arbitraires  a^,  e^,  y,  c,  (^)  et  (A).  Ce  sont  les  inté- 
grales générales  des  équations  (16). 

On  aura  l'expression  de  L  en  partant  de  L  —  \l\ka  et  y  remplaçant  a  par  sa 
valeur  (24)  ;  la  formule  (22)  donnera  G,  et  la  dernière  des  relations  (i3)  fera 
connaître  H.  On  trouve  ainsi 


G  —  s/iJ-Oo 


i  —     Co  COS/o(^  + 

9.  \  n,  ' 


I    ,      I    ,      \  n 


On  lit  immédiatement  sur  ces  formules  les  valeurs  des  quantités  désignées 
dans  le  Chapitre  précédent  par  L^,  G^,  H^;  ainsi 


Lo=V^/^<^o»        Li  =  —  ^  v//j.ao  eo 


8  \n 


n 

I  \  4 


Gi  =  o, 


8  V« 


H,  =  o, 


Si  l'on  a  recours  aux  expressions  (24)  de  /, ,  /o,  ...  ou  de  0,,  0^,  il 
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Vient 


(L,  9i  +  2L2  02  +  .  •  •) 


Ho^-(Hi9i+2H29o  +  ...) 


I  —  2 


On  peut  maintenant  supprimer  les  indices  de  a,  n,  e,  et  l'on  est  conduit  à  la 


règle  suivante  : 


Dans  les  coordonnées  de  la  Lune  et  dans  la  fonction  perturbatrice  ('),  on 
remplace 


ecos^  par 
e  sin/  » 
6)  /        a  » 


3f- 


8^  ^4 


e  cos  / 


i3  //i 


7 

8\n 


e  cos  / 


27  /  /i 


iQ  \  n 

27  //^^ 
16  \  « 


6^  C0S2  / 


e  sin  /  +  ^  (  —  1      sin  2  / 


h  +  g  +  l    »      /<  H-  ^-  +  /  +        —    e  sin 


2  \  /i 


e  sin  /; 


Y  ne  change  pas  ;  on  a  toujours    =  Les  nouvelles  quantités  a,  e,  y,  /, 

A,  dont  les  coordonnées  de  la  Lune  et  la  fonction  perturbatrice  dépendent 
maintenant,  seront  fournies  par  l'intégration  des  équations  (16),  où  L,  G,  H 
sont  liés  à  <2,  e  et  Y  par  les  relations 

1    L  = 

(27)  I  G=:  V/|7^ 


8  V 


T  I     ,         I    /  /« 

^-r^-8^^-8  u 


8  V  /i 


Pour  passer  k  la  troisième  opération,  la  première  chose  à  faire  sera  de  cal- 


(')  Il  faut  prendre  ici  simplement  la  valeur  qu'avait  R  avant  la  deuxième  opération,  parce  que,  à 
cause  de  i'"  —  o,  on  a 

—  ^  /i'  (L  —  Lo)  -T-  -  '—  n\Li  Oi  4-  'il-a     +  .  .  .)  =  o. 
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culer  les  coefficients  dU  ^'^P^^^        formules  (27);  ces  coeffi- 

cients sont  nécessaires  pour  le  calcul  des  dérivées 

^     ^  ^ 

Delaunay  a  déduit  de  la  substitution  (26)  les  quantités  qu'il  faut  mettre  à  la 
place  de 

e%    e^cosa/,    e^sina/,    e^cosS/,  e^sinS/, 

il  est  aisé  de  voir  que,  avec  ces  valeurs  et  celles  de  A  +  ^  +  /  et  de  h,  on  sera 
à  même  d'effectuer  la  substitution  dans  tous  les  termes  de  R.  Après  cette  opé- 

i"' 

ration,  la  quantité  A  cosô  +  B  +  y  n'L  ou  A  cosô  -+-  B  devra  se  réduire  à  une 

simple  fonction  de  a,  e  et  y,  ce  qui  donnera  une  vérification  des  formules  de 
transformation  employées. 

On  peut  remarquer  que,  dans  chaque  opération,  les  véritables  inconnues  ne 
sont  pas  L,  G,  H,  mais  a,  e  et  y  ;  L,  G,  H  ne  servent  réellement  que  d'intermé- 
diaires et  leur  rôle  est  dû  à  cette  circonstance  que  les  équations  (16)  sont  plus 

simples  que  celles  dans  lesquelles  figuraient     e,  y,  et  ^• 

Nous  remarquerons  encore  que,  dans  les  opérations  successives,  Delaunay 
désigne  toujours  par  et  y^  les  parties  non  périodiques  de  a  et  y=^  ;  n'est  pas 
la  partie  non  périodique  de  e;  c'est  le  coefficient  de  sinôo(^  +  c).  Toutefois, 
dans  les  opérations  26-45  et  49-57,  e\  est  la  partie  non  périodique  de  e^ 

104.  Opérations  abrégées.  Résultat  final.  —  Après  les  cinquante -sept 
opérations  complètes,  Delaunay  a  fait  disparaître  les  termes  périodiques  res- 
tants, qui  sont  tous  très  petits,  en  suivant  la  même  méthode,  mais  très  abrégée, 
en  ce  sens  qu'il  n'a  pas  tenu  compte  des  changements  qu'entraîne  la  dispari- 
tion d'un  terme  dans  les  autres  termes,  ce  qui  revient  à  négliger  le  carré  de  la 
force  perturbatrice;  il  a  simplifié  aussi  la  substitution  dans  les  coordonnées 
de  la  Lune,  en  ne  conservant  que  les  termes  principaux.  Il  est  donc  arrivé 
finalement  à  une  fonction  perturbatrice,  ne  contenant  plus  de  termes  pério- 
diques appréciables,  et  de  la  forme 

au  degré  de  précision  réalisé,  la  fonction  0  ne  contient  ^  qu'au  premier  degré. 
Les  relations  qui  lient  les  quantités  a,  e,  y  aux  dernières  variables  L,  G,  H 
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(28)  G.^\//I^<&(^eSf, 


on  trouvera  ces  expressions  de  R,  L,  G,  H  aux  pages  234-236  du  Tome  II  de  la 
Théorie  de  la  Lune.  La  première  moitié  des  équations  (16)  montre  que  L,  G,  H 
et,  par  suite,  a,  e,  y  sont  constants;  les  autres,  en  ayant  égard  aux  valeurs  de 

5^'  "  '  '  ^  tirées  des  formules  (28),  donneront  des  équations  de  la  forme 

dl   dg   dh  

Tt-^'' 

11' 

OÙ  /(),  ^0  6t  y^o  désignent  des  fonctions  connues  de  e^,  y-,  ^)  --  et  e'^ 
Soient  donc  (/),  (^),  (A)  trois  constantes  arbitraires,  et  il  viendra 

(29)  l={l)  +  l^t,       g={g)  +  g,t,       h  =  {h)  +  h,t. 

Les  trois  coordonnées  de  la  Lune  vont  donc  se  trouver  exprimées  sous  la 
forme  de  séries  procédant,  suivant  les  sinus  (pour  la  longitude  et  la  latitude) 

ou  les  cosinus  (^pour  j^,  d'arguments  de  la  forme 

( 30 )  il  H-  l'g  +  i" ( h  -  h' -g') -h  i'" l', 

i,  i' ,  i",  i'"  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs;  toutefois,  on 
peut  toujours  supposer  f>o.  Les  constantes  (/),  {g),  (A)  figurent  d'une  ma- 
nière très  simple  dans  les  arguments,  ainsi  que  cela  résulte  des  relations  (29); 
il  n'en  est  pas  de  même  de  a,  e  et  y,  qui  entrent  d'abord  dans  les  coefficients 
des  sinus  et  cosinus,  ensuite  dans  les  arguments,  par  les  quantités  /q,  g^,  h^. 
Le  résultat  détaillé  des  substitutions  faites  à  la  suite  des  diverses  opérations 
dans  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  est  donné,  terme  à  terme, 

pour  la  longitude  (p.  24i-4i3  et  p.  746-796  du  t.  II); 
pour  la  latitude  (p.  4i4-569  du  t.  Il); 

pour  -  (p.  570-686  du  t.  II). 


Delaunay  procède  dans  le  Chapitre  XI  à  la  réduction  des  termes  semblables; 
il  remarque  ensuite  que  a,  e  et  y,  qui  avaient  une  définition  précise  au  début 
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des  opérations  n'en  ont  plus  à  la  fin.  Ce  sont  seulement  trois  constantes  arbi- 
traires, et  la  façon  dont  elles  entrent  dans  les  coordonnées  de  la  Lune  dépend  du 
procédé  d'intégration  adopté.  Les  expressions  analytiques  des  coordonnées  en 
fonction  de  t,  a,  e,  y,  (/),  {g)  et  (A)  ne  seraient  donc  pas  comparables  dans  deux 
théories  différentes.  Delaunay  a  voulu  donner  aux  constantes  a,  e  et  y  un  sens 
précis,  et,  pour  cela,  il  les  a  remplacées  par  trois  autres  a, ,  e,  et  y, ,  telles  que  : 

i**  Le  coefficient  de  sin/  dans  la  longitude  V  ait  la  même  forme  que  dans  le 
mouvement  elliptique,  savoir 

I      3  5  „ 

ce  qui  reproduira  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre; 

2°  Le  coefficient  de  sin(^H-  /)  dans  la  latitude  ait  aussi  le  même  coefficient 
que  dans  le  mouvement  elliptique,  savoir 

^  y  1  -  2 y,     -  ^  y î  +  ^  y,     +  1  y  f     -       y,  eî  ; 
3*^  Le  coefficient  de  /  dans  la  longitude  moyenne  h  +  g-hl  soit  égal  à 

On  y  arrive  en  remplaçant  a,  e,  y  respectivement  par  et  y,  augmentés 
de  corrections  convenables;  finalement,  on  supprimera  les  indices  de  a^, 
et  y, .  On  substituera  les  anciennes  valeurs  de  a,  e  et  y  en  fonction  des  nouvelles 
dans  les  trois  coordonnées  de  la  Lune,  dont  on  obtiendra  ainsi  les  valeurs 
réduites.  Ces  expressions  définitives  des  coordonnées  sont  données  dans  les 
pages  803-924  du  Tome  IL 

Delaunay  introduit  en  même  temps  les  quatre  arguments  fondamentaux  ; 

D  —  /z  -h  ^  4-  /  —  h' —  g' —  r  =r  distance  moyenne  de  la  Lune  au  Soleil; 
F  ■=  g  -\-  l  =  distance  moyenne  de  la  Lune  à  son  nœud  ascendant; 
/  =.  anomalie  moyenne  de  la  Lune; 
/'  —  anomalie  moyenne  du  Soleil. 

Un  argument  quelconque  (3o)  des  formules  finales  devient  ainsi 

il  +  t '  (F  -  /)  +        -  F  +      +  i"' l', 

c'est-à-dire  une  combinaison  linéaire  des  quatre  arguments  fondamentaux  qui 
sont  chacun  de  la  forme  ol-+  ^t. 

Delaunay  n'a  pas  fait  les  substitutions  entraînées  par  les  diverses  opérations 
dans  les  valeurs  initiales  de  L,  G,  H,  /,  g,  A,  ce  qui  lui  aurait  permis  d'obtenir 
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en  fonction  explicite  du  temps  les  valeurs  des  éléments  osculateurs  à  un  instant 
quelconque.  line  l'a  pas  fait  parce  que  les  calculs,  déjà  très  longs,  seraient 
devenus  considérables;  aussi  s'est-il  borné  à  remplir  le  but  final,  en  donnant 
les  trois  coordonnées  de  la  Lune.  Hâtons-nous  de  dire  qu'il  serait  aisé  de  com- 
bler cette  lacune,  en  partant  des  données  très  claires  et  très  complètes  du 
grand  Ouvrage  de  Delaunay.  Mais,  en  consultant  l'engrenage  des  opérations 
successives,  il  est  facile  de  voir  que  les  éléments  osculateurs  a,  e,  y  seraient 
développés  en  séries  de  cosinus  des  multiples  des  quatre  arguments  fondamen- 
taux. D'ailleurs  les  différences  entre  les  valeurs  que  prennent  les  quantités/,  g,  A, 
au  commencement  d'une  opération  et  à  la  fin,  sont  des  séries  de  sinus  des  mul- 
tiples des  arguments,  et  l'on  en  peut  conclure  que  l'anomalie  moyenne  de  la 
Lune,  la  longitude  du  périgée  et  celle  du  nœud,  dans  l'ellipse  osculatrice,  sont 
égales  respectivement  aux  quantités 

{l)-hlot,       {h)  +  {g-)-^ih,-hffo)t,       (h) -{-/lot, 

augmentées  de  séries  de  sinus  d'arguments  de  la  forme 

aD  +  a'F  +  a"/+ a"'/', 

de  sorte  que  h^-i-  go  et  désignent  respectivement  les  moyens  mouvements 
du  périgée  et  du  nœud. 

Enfin,  dans  les  formules  finales,  on  a  posé 

n'  /ni'  aJa 

m  =  -  =  i/  ^  — 

Vf-  a' s/ a' 

de  sorte  que  les  coefficients  des  diverses  inégalités  sont  des  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  puissances  entières  des  vraies  constantes  e,  y,  ^>  m  ete'.  n  désigne 

en  dernier  lieu  le  moyen  mom^ement  constant,  et  les  coefficients  du  temps  dans 
les  arguments  fondamentaux  sont  égaux  a  n  —  n',  n  —  ho,  n  —  (h^  -h  n'- 

L'inspection  des  expressions  réduites  des  coordonnées  de  la  Lune  montre 
qu'elles  sont  de  la  forme 

[  V=:const.  +  «/  +  2xsin[iD±     2/fF  ±jl±fl'], 
(3i)  /U=i  '^M],sm[iD±{2k-hi)F±jl±fl'], 


2©cos[iD±     2Â'F  ±jl±j'l']. 


202  CHAPITRE  XII. 

OÙ  l'on  a 

/  X  =  eJe'j'fk        l^n,  e",       ^,  e' 
(32)  I  '^S\  =  eje'j'fk+^<i^^(^x^  e\  e'^, 

^  G  ^eje'i'f-k  e\  y\  ^,  e'^  j , 

/,  k,j  etj'  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls.  On  peut  donc,  d'a- 
près les  valeurs  de  j,  /'  et  k,  trouver  immédiatement  une  limite  inférieure  des 
ordres  de  aH,  a  relativement  aux  petites  quantités  e,  e'  et  y.  Il  serait  intéres- 
sant d'avoir  des  données  sur  les  ordres  de  G  relativement  à  m\  voici  ce 
qu'il  est  permis  de  juger,  par  induction  : 

Pour  i  —  o,  X,  olL,  G  sont  de  l'ordre  de  m,  excepté  si  j'  =  o,  auquel  cas  ces 
quantités  sont  de  l'ordre  o; 

Pour  /=  2/7,  X,  iib,  G  sont  au  moins  de  l'ordre  de  mP; 

Pour  i  =  i,  X,  ^s\,  G  contiennent  le  facteur  ^,  et  sont  de  l'ordre  o  ou  i  relati- 
vement à  m; 

Pour  i  —  3,  X,  aJb,  G  renferment  tous  le  facteur  ^,  m. 

105.  Réflexions  sur  la  théorie  de  Delaunay.  —  Cette  théorie  est  très 
intéressante  au  point  de  vue  analytique;  dans  la  pratique,  elle  atteint  le  but 
poursuivi,  mais  au  prix  de  calculs  algébriques  effrayants.  C'est  comme  une 
machine  aux  rouages  savamment  combinés  qu'on  appliquerait  presque  indéfi- 
niment pour  broyer  un  obstacle,  fragments  par  fragments.  On  ne  saurait  trop 
admirer  la  patience  de  l'auteur,  qui  a  consacré  plus  de  vingt  années  de  sa  vie 
à  l'exécution  matérielle  des  calculs  algébriques  qu'il  a  effectués  tout  seul. 
Aujourd'hui  sa  théorie  de  la  Lune  est  incontestablement  la  plus  parfaite;  celle 
de  Hansen,  comme  nous  le  dirons  bientôt,  lui  est  équivalente  en  précision, 
mais  elle  ne  donne  pas  les  expressions  analytiques  des  coefficients,  elle  n'en 
donne  que  les  valeurs  numériques. 

Cependant  la  théorie  de  Delaunay  laisse  un  certain  nombre  de  desiderata 
que  nous  allons  indiquer.  Les  mouvements  moyens  du  nœud  et  du  périgée, 

etA(,+  ^„,  ainsi  que  les  coefficients  des  diverses  inégalités,  se  trouvent  déve- 
loppés en  séries  suivant  les  puissances  entières  de  e,  e' ,  y,  ^,  et  m;  le  grand 

ennui  vient  de  ce  que  les  séries  n'offrent  relativement  à  m  qu'une  convergence 
médiocre. 
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Ainsi  Delaunay  a  trouvé  {Comptes  rendus,  t.  LXXIV,  2  janvier  1872)  : 

/  /l.  3  Q  273      ,        0707      „        IQQ273      .  6667733 

n  4  32  128  2048  24576  589824 


(33) 


/?o  +  ;?o         3    ,     220    ,     4071    ,     260493    5  ,   12  822  63 1 
n  4  32  128  2o48  24575 

I  273  925  965       ^  7 1  028  685  589 


589824  7077 
_^  32  145882  707  741  ^^^9  ^  _   _ . 
\  679477248 

nous  n'avons  pas  écrit  les  termes  moins  importants  qui  contiennent  en  facteur 
les  quantités  e^,  e'-,  Y^  ^-  Quand  on  donne  à /?2  sa  valeur  numérique  0,0748013, 

on  trouve  les  valeurs  suivantes  pour  les  termes  de  ^  et  : 

Ao  _  h„+  go  _ 

Termes  en    —  0,004  19643  +  0,004  19643 

»    0,00011771  +  0,00294280 

»         m*   -f-  0,00006677  +  0,00099570 

»    -h  0,00001120  -f-  0,000  3o3  58 

))         m6   -H  0,000  oor  42  -t-  0,00009139 

»         m"^   -t-  0,000  0001 5  -1-  0,000028  3o 

«    -1-  0,000  009  84 

»         m»   -H  0,000  oo3  47 


—  o,oo3  999  18  -H  0,008  571  5i 

On  voit  que  la  série  qui  donne  le  mouvement  moyen  du  périgée  converge 
très  lentement;  la  valeur  exacte  de  la  série  en  m  est  0,008  572  57,  de  sorte  que 
le  quatrième  chifTre  donné  par  Delaunay  est  en  erreur.  On  peut  prévoir  que, 
pour  avoir  le  mouvement  du  périgée  à  g^^^  de  sa  valeur,  ce  qui  serait  dési- 
rable, il  aurait  fallu  pousser  les  calculs  jusqu'au  terme  en  m'';  pour  le  nœud, 
la  valeur  exacte  de  la  série  en  m  est  —  0,003999  16;  la  précision  est  presque 
sufHsante.  Ainsi  la  théorie  de  Delaunay  ne  donne  pas  avec  assez  de  précision  le 
mouvement  du  périgée,  dont  la  valeur  devrait  être  empruntée  aux  observations. 
Nous  verrons  bientôt  comment  MM.  Hill  et  Adams  ont  réussi  depuis  à  calculer 
avec  toute  la  précision  désirable  les  séries  (33). 

M.  Adams  a  observé  en  outre  que,  en  posant 


m 


les  séries  précédentes,  étant  ordonnées  suivant  les  puissances  de  m,,  deviennent 
beaucoup  plus  convergentes.  (Voir  Bull,  astron.,  t.  IX,  p.  374.) 

T.  -  III.  '  3o 
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Le  même  défaut  de  convergence  se  manifeste  dans  les  coefticients  des 
diverses  inégalités.  Ainsi  la  longitude  V  renferme  l'inégalité 

/2i         1233    „     i4qi3    ,        \    ,  . 

{—m~\  m-  H  ~ —      +  .  .  .  1  ee'  sm  (  /  —  /'  )  ; 

nous  n'avons  pas  écrit  dans  la  parenthèse  les  termes  en  e-,  y-,  e  ^  ...  ;  la  mise 
en  nombres  donne 

Terme  en  ee'/n   74 ','58 

M         ee'm^   4  0,9  4 

»         ee'm^   i8,5'2 

))         ee'  m'*   8,11 

»         ee'  rm .   3,66 

»         ee    1,72 

»        ee'm"^   a,  85 

Delaunay  a  donc  été  jusqu'au  terme  en  ee'm',  qui  est  du  neuvième  ordre,  et 
il  n'a  pas  été  assez  loin,  puisque  ce  terme  est  encore  de  o",85.  Il  a  pris  le  parti 
d'ajouter  un  complément  probable  déterminé  par  extrapolation,  d'après  les  diffé- 
rences ou  plutôt  les  rapports  des  termes  précédents;  dans  le  cas  actuel,  il 
assigne  au  complément  la  valeur  h-  o",9i  ;  ici  encore,  pour  avoir  sûrement  le 
centième  de  seconde,  il  semble  qu'il  faudrait  aller  jusqu'au  terme  en  ee'm^\ 
qui  serait  du  seizième  ordre. 

Donnons  encore  quelques  exemples  analogues  : 

L'argument  de  l'évection  est  2D  —  /;  son  coefficient  contient  de  petits  termes 
dont  nous  allons  écrire  les  valeurs  : 

Terme  en  ee  '^m   —  2 ','28 

»        ee'2m2   _  0,64 

))         ee'2/«3   4-  0,32 

»        ce"^m^   ^-0,43 

Delaunay  assigne  comme  complément  probable  -4- o",  20. 

Le  coefficient  de  sin(D  +  /')  dans  la  longitude  contient  les  parties  suivantes  : 

Terme      —,e'   +22  ''  1 3 

a  ' 

a  , 

»        —e  m   —  7,45 

,  . 

»        —,em^   +3,42 

a 

»        —  e    —  o ,  60 

a  , 

»        —e  m*   +0,46 
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Delaunay  suppose  nul  le  complément  probable.  Enfin,  voici,  pour  terminer, 
des  données  analogues  pour  trois  autres  inégalités  de  la  longitude  : 


sin 

{2D  —  ll-h  l'). 

sin  (  2  D  - 

-il). 

sin(4D  —  il) 

Terme  en 

e^e'm. ...  — 

2; 

'9 

Terme  en  e-m. . 

H-i3o'^79 

Terme 

en  e^-in- .  .  . 

+  i5','29 

» 

e^e'm'^... 

35 

» 

+  46,09 

» 

e^m^ .  .  . 

9/40 

e^e'm^.  .  .  -^- 

1  = 

26 

» 

e^m^ . 

22,28 

)) 

e'^m'* .  .  . 

-H-  4,04 

» 

e'^ém'* .  .  .  -+- 

16 

» 

e^m^ . 

+  8,t3 

» 

.  .  . 

+  i,5i 

6'2  e'     .  .  . 

0, 

82 

. 

-1-  3,18 

» 

e'^  m*^ ,  .  . 

^  0,53 

e'     .  .  .  -t- 

49 

» 

e^m^ . 

1 ,3i 

» 

e^in"' . 

+  0,54 

M.  Airy  a  cherché  à  remédier  à  cet  inconvénient  (*);  il  a  adopté  pour  point 
de  départ  les  expressions  numériques  calculées  sur  les  formules  de  Delaunay, 
et,  au  lieu  d'évaluer  les  compléments  probables  des  coefficients  des  principales 
inégalités,  il  les  considère  comme  des  inconnues  et  cherche  à  les  déterminer 
par  le  calcul,  en  substituant  dans  les  trois  équations  différentielles,  du  mouve- 
ment [équations  (a")  du  t.  I,  p.  92]  les  expressions  des  coordonnées  de  la  Lune. 
Le  résultat  de  la  substitution  ne  contiendra  les  compléments  qu'au  premier 
degré,  parce  que  ces  compléments  sont  petits  et  qu'on  peut  négliger  leurs 
carrés. 

Les  calculs  auxquels  conduit  la  méthode  de  M.  Airy  sont  néanmoins  considé- 
rables ;  ils  ont  duré  plus  de  dix  ans,  et  il  ne  semble  pas  que  l'éminent  astronome 
soit  arrivé  à  s'affranchir  de  toutes  les  causes  d'erreur.  Pour  plus  de  détails, 
nous  renverrons  le  lecteur  au  Bulletin  astronomique  (t.  IV,  p.  274-286  et  383), 
où  M.  Radau  a  donné  une  analyse  étendue  du  Mémoire  de  M.  Airy.  Nous  nous 
bornerons  à  dire  que  l'une  des  causes  d'insuccès  de  la  nouvelle  tentative  pro- 
vient de  ce  que  Delaunay  n'a  donné  le  développement  de  ^  qu'avec  les  termes 

du  cinquième  ordre,  ce  qui  était  largement  suffisant  pour  le  calcul  de  la  paral- 
laxe; mais  la  valeur  que  M.  Airy  en  a  conclue  pour  r  n'est  pas  suffisamment 
précise. 

106.  Comparaison  entre  Hansen  et  Delaunay.  —  Hansen  n'a  pas  déve- 
loppé les  expressions  analytiques  des  coefficients  des  inégalités,  précisément 
pour  éviter  le  peu  de  convergence  des  séries.  Aussi  la  comparaison  des  valeurs 
numériques  auxquelles  il  est  arrivé,  avec  celles  de  Delaunay,  présente-t-elle 
un  vif  intérêt.  Cette  comparaison  qui  demandait  un  travail  préparatoire,  parce 
que  les  inégalités  ne  sont  pas  présentées  sous  la  même  forme  dans  les  deux  cas, 
a  été  faite  par  M.  S.  Newcomb  (Astronomical  Papers,  t.  I,  p.  Sg-ioy).  Ce  savant 
astronome  a  pris  ce  que  deviennent  les  nombres  de  Delaunay,  quand  on  emploie 


(*)  Airy,  Numerical  Lunar  Theory.  London,  1886;  in-4. 
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poure,  e',  y  et  ^,  les  valeurs  adoptées  par  Hansen  et  que,  en  outre,  on  tient 

compte  des  compléments  probables  publiés  par  Delaunay  dans  les  Additions 
à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1869.  Voici  le  résultat  de  la  comparaison  pour 
les  principales  inégalités  de  la  longitude  \ 


Arguments. 

Hansen. 

Delaunay. 

TT 

xl.  

U. 

u  n* 
II.  —  \j  . 

£)_   D*. 

D  

—  123 ','43 

-  125 ','98 

+  0' 

55 

-4-  o','o6 

—  0,49 

D  — /-I-  r  

+  1,33 

-4-  0,87 

-4-  0 

46 

-t-  0,46 

0  ,00 

l—L'  

-f-  l48,02 

i48,43 

—  0 

,41 

+  o,56 

-t-  0,97 

4D  —  2/+     , , 

—  o,36 

—  0,67 

-!-  0 

3i 

-1-  o,3i 

0  ,00 

2F  — 2/  

+  1,09 

-F  1,38 

—  0 

29 

—  o,3o 

—  0,01 

2D  — 2/  +  /'  

-+-  2,52 

-r-        2. 27 

-h  0 

25 

-4-  o,65 

H-  0, 40 

2D  — /  +  r  

—  28,56 

— •  28,32 

—  0 

24 

+  0,94 

-t-  1,18 

2D  —  /-H  2/'.  . .  . 

2,54 

—  2,35 

—  0 

19 

—  0,32 

—  0,  i3 

D  — 2/  

•      -  1,78 

—  1,59 

—  0 

19 

—  0,28 

—  0,09 

4D  — /  +       .  . 

—     0 , 64 

—  o,83 

-1-  0 

19 

+  0,19 

0,00 

4D  —  

.     +  1,89 

+  1,71 

+  0, 

18 

+  0,22 

-!-  0,04 

2D  — 3/  

-f-  13,19 

-f-  i3,32 

—  0 

i3 

-4-  0,04 

H-  0,17 

2D—  2/  

-i-  211,71 

-f-  211,84 

—  0, 

i3 

-f-  0,25 

-h  o,38 

3D  

-1-  0,41 

-h  0,54 

—  0 

i3 

—  0,16 

—  o,o3 

2D  —  /  

-+-4586,56 

-t-4586,44 

-t-  0 

12 

-T-  0,32 

-4-  0,20 

-xD  —  l—V 

+  206,46 

-i-  206,34 

-1-  0 

12 

—  0,08 

—  0,20 

2F  — 2D  —  /'.  .  . 

+  1,55 

+  1,43 

-+-  0 

12 

-1-  0,  12 

0 ,00 

4D  — 2F  — /.  ... 

-f-  0,22 

-h  0,34 

—  0 

12 

—  0,12 

0,00 

3D  — Z  

—  3,23 

—  3,12 

—  0 

1 1 

—  0,25 

—  o,t4 

4D  — 3/  

-f-     1 ,18 

-f-  1,08 

-1-  0 

10 

-f-  0,22 

-i-  0,12 

4D-+-/  

■      +  1,98 

+  1,88 

-T-  0 

10 

-4-  0,12 

-1-  0,02 

La  première  colonne  reproduit  les  arguments  de  Delaunay,  la  seconde  les 
coefficients  de  Hansen,  la  troisième  ceux  de  Delaunay,  la  quatrième  les  diffé- 
rences Hansen  moins  Delaunay.  La  cinquième  colonne  renferme  les  différences 
H.— D*.,  obtenues  sans  tenir  compte  des  compléments  probables;  elles  sont 
extraites  du  Tableau  plus  complet  que  nous  avons  donné  plus  haut  (p.  1 12-1 15); 
enfin  la  sixième  colonne  contient  les  compléments  D.  —  D'*'.  On  n'a  inséré  ici 
que  les  vingt  et  une  inégalités  pour  lesquelles  la  différence  H.  —  D.  est  au  moins 
égale  à  o",  1  en  valeur  absolue.  On  voit  donc  que,  sur  l'ensemble  des  inégalités 
de  la  longitude,  il  y  en  a  seulement  vingt  et  une  dont  les  coefficients  diffèrent 
de  o",  1  ou  plus  dans  les  deux  théories;  sur  ces  vingt  et  une  différences,  qua- 
torze sont  comprises  entre  o",i  et  o",  2,  trois  entre  et  o",3,  une  entre  o",3 
eto",4,  deux  entre  o",4  et  o",  5,  une  entre  o",5  et  o",6.  L'accord  est  en  somme 
très  satisfaisant  et  montre  que  la  faible  convergence  des  séries  n'a  que  peu  d'in- 
fluence sur  les  résultats  de  Delaunay.  M.  Wilding  a  effectué  la  comparaison 
entre  les  deux  théories  pour  les  inégalités  de  la  \2ii\i\Xi\e  {Monthly  Notices,  t.  XL; 
1879);  l'accord  est  également  très  satisfaisant. 

On  peut  conclure  de  là,  en  tenant  compte  des  travaux  supplémentaires  de 
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MM.  Hill  et  Adams,  auxquels  nous  avons  déjà  fait  allusion  et  dont  nous  parle- 
rons bientôt,  que  les  perturbations  de  la  Lune  qui  proviennent  du  Soleil,  sup- 
posé se  mouvoir  dans  une  ellipse  invariable,  sont  maintenant  calculées  avec 
une  précision  presque  suffisante.  Cela  est  établi  par  l'heureux  accord  de  deux 
théories  entièrement  différentes.  Les  écarts  sensibles  qui  subsistent  malheu- 
reusement encore  entre  les  Tables  de  Hansen  et  les  observations  de  la  Lune 
doivent  donc  avoir  une  autre  source.  Delaunay  espérait  sans  doute  que  sa 
théorie  les  expliquerait  en  partie;  sa  mort  prématurée  l'a  empêché  de  pour- 
suivre ses  recherches  dans  une  autre  direction. 

107.  Modification  possible  de  la  méthode  de  Delaunay.  —  L'un  des  incon- 
vénients les  plus  sensibles  de  la  méthode  d'intégration  adoptée  par  Delaunay, 
c'est  que,  comme  on  l'a  vu  (p.  228),  les  éléments  canoniques  L,  G,  H,  qui  figu- 
rent dans  les  équations  différentielles,  ne  servent  que  d'intermédiaires  pour  arri- 
ver aux  éléments  a,  e,  y,  qui  figurent  dans  la  fonction  perturbatrice  et  dans  les 
expressions  finales  des  coordonnées.  Or  il  serait  possible,  ainsi  que  l'a  remar- 
qué M.  Poincaré,  d'introduire  un  autre  système  d'éléments  canoniques,  suscep- 
tible d'être  employé  en  même  temps  au  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice. 

Pour  l'obtenir,  nous  partirons  de  la  formule  de  Jacobi  que  nous  avons 
rappelée  plus  haut  (p.  204),  et  qui  montre  qu'on  peut  passer  d'un  système  cano- 
nique a,,  hi  à  un  autre  a,,     à  l'aide  des  relations  linéaires 

(  «3  =  i\  ai  +  i\  cf-ï  +  i\  «3,  —Pibx+     b^  +  /'j  63, 

OÙ  Pi,  qi,  n  sont  des  coefficients  numériques.  Nous  en  avons  déjà  déduit  les  rela- 
tions (r),  en  faisant  usage  des  coefficients  suivants  : 

O,        I,       O,  pï->      I,  o, 

o,      o,      1,         Pi,    o,  I. 

Nous  aurons,  de  même,  les  relations  dont  nous  avons  besoin  ici,  en  prenant 
les  coefficients 

1 ,       I ,      I ,       I ,      o,  o, 

o,    —I,    —I,  I. 

o,       o,    — I ,       I ,    — I .    — I- 

Ces  relations  sont  les  suivantes  : 

a,  =  «1  +  a2+ ^i  —  bi,  ^i=Pm 


(35)  }  a,=     -oc,-oi,,        ^,-=b,-b„  62 -[3, -[32, 

j^^^  _a3,        p,  =  b,-b,-b,,        b,  =  ^,-^,. 
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On  voit  que,  si  le  système  a,,     représente  /,  g,  h,  L,  G,  H,  le  système  r?,, 
représentera  les  nouveaux  éléments 

/-f-^+/^  L, 

-g -h,  L-G, 

—  A,  G -H, 

que  nous  désignerons  par 

(36)  l>, 

(-//,  O. 

\  est  la  longitude  moyenne,  xs  la  longitude  du  périhélie,  h  la  longitude  du 
nœud;  ensuite 

I  L  =  \/ixa, 

(37)  P=:(i~v/^^)L=^^^(i  +  ^e^H-|e^  +  ...)L, 

Les  arguments  de  la  fonction  perturbatrice,  qui  dépendent  de  /,  g,  h,  l' ,  g',  h', 
pourront  être  facilement  exprimés  en  fonction  de  \,  xs,  h,  V,  m,  h';  mais  la 
transformation  des  coefficients  ne  pourra  se  faire  aussi  simplement,  car  on  aura 


L      U  '      L— P 


d'où 


_P  P2 

4L  ~  3^L^ 


1    ^^?'"p       3.  ' 


On  conçoit  cependant  que  la  méthode  d'intégration  puisse  s'appliquer  aux 
éléments  canoniques  qui  viennent  d'être  définis. 

Si,  maintenant,  nous  avons  recours  au  théorème  en  vertu  duquel  deux  élé- 
ments canoniques  a,  h  peuvent  être  remplacés  par  ^J'^cosh,  ^2^s\nb,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  -  sJôTa^'mb,  +  sj2^cosb,  il  est  facile  de  voir  qu'à  la 
place  du  système  (36)  nous  pouvons  employer  le  suivant  : 

l  L, 

(.39)  I  I  ~  v^2P  C0SC7,  =  v^'^P  sinnr, 

p  =  \/2Q  cosh,  q—.\/2Qs'mk. 
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On  aurait  d'ailleurs 

=  2y  [^i  —  '-e'-  - .  .  }j 

Des  relations 

e    _  e  C0S5T   e  siim  y    _  y  cosA  y  sin  A 

rapprochées  des  formules  (38),  M.  Poincaré  conclut  que  ecostrr,  esinw,  ycos^, 
ysinA  sont  développables  suivant  les  puissances  de  r\,p,  q,  et  que  la  fonc- 
tion perturbatrice  est  développable  suivant  les  puissances  de  y],  p,  q,  y]', 
p  y  q'  ;  elle  peut  être  amenée  à  la  forme 

où  N  dépend  de  L,  L'.  Mais  cette  forme  ne  se  prête  plus  à  la  méthode  d'intégra- 
tion précédemment  développée. 
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CHAPITRE  XIII. 

ACCÉLÉRATION  SÉCULAIRE  DE  LA  LUNE. 


108.  Découverte  de  l'accélération  séculaire.  —  La  Lune  est  le  seul  astre 
pour  lequel  les  observations  aient  mis  en  évidence  une  accélération  séculaire. 
Pour  les  planètes,  la  longitude  héliocentrique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

L  =  c-hfht  +  p,        p  =  2Rsin([3;  +  [3'), 

où  c,  n^,  B,  p  et  désignent  des  constantes.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  considère 
trois  époques  aussi  distantes  que  possible,  t^,  z^  et  t^,  <  ^)<^2»  on  aura,  en 
mettant  aux  lettres  L  et  p  les  indices  correspondants, 

Lo  =  c  +  «0  ^0+ po>        L,  =  c  4- «0  ^^1+ pi>        L,  =  c-i-not,  +  p.2, 

d'où 

L,  — p,— (Lo— Po)               _  L.2— pa  — (Li  —  pi)_ 
flo  —   ;  y          «0  —  7-^37  > 

c'est  ainsi  qu'on  détermine  réellement  ^o-  Or,  dans  le  cas  de  la  Lune,  les  deux 
valeurs  ainsi  trouvées  pour /z^  sont  différentes;  la  seconde  est  plus  grande  que 
la  première;  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  va  donc  en  s'accélérant.  On 
obtiendra  cet  effet  en  supposant  que  l'expression  de  la  longitude  de  la  Lune 
contienne  un  terme  proportionnel  au  carré  du  temps,  que  nous  représenterons 

par  a  (7^)'  =        t  désignant  le  temps  compté  en  années  juliennes  de  365\  25 

et  S  le  nombre  de  siècles  correspondant.  On  aurait  donc 

L  =  c  +  /lo  i  H-  ^  (-^ y  +  2  B  sin  ( (3 ^  +  [3')  ; 
(7  est  ce  que  l'on  nomme  le  coefficient  de  V accélération  séculaire. 
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Cette  inégalité  importante  a  été  découverte  par  Halley  (')  qui  utilisa  quel- 
ques-unes des  anciennes  éclipses  de  Lune  de  VAlmageste,  d'autres  éclipses  ob- 
servées par  les  Arabes  vers  la  fin  du  ix^  siècle,  et  enfin  les  observations  de  son 
temps.  Il  avait  ainsi  les  trois  époques  t^,  ^^  et  t.^.  En  outre,  t^  se  trouvait  tenir  à 
peu  près  le  milieu  entre  et  t.^.  Halley  obtint  dans  le  second  intervalle  une 
valeur  de  plus  grande  que  dans  le  premier.  Il  constata  ainsi  l'accélération, 
mais  sans  pouvoir  en  fixer  la  grandeur. 

Pour  trouver  une  première  évaluation  de  a,  il  faut  attendre  plus  d'un  demi- 
siècle.  Dunthorne  (^)  obtient  =  \o".  A  peu  près  dans  le  même  temps,  et  d'une 
manière  indépendante,  Tobie  Mayer  s'occupa  de  la  même  question,  en  vue  de 
donner  à  ses  Tables  de  la  Lune  la  plus  grande  précision  possible,  et  il  trouva 
a  =  6^,7.  Ces  Tables  parurent  en  1752;  une  seconde  édition  fut  publiée  après 
la  mort  de  l'auteur,  en  1770,  d'après  le  manuscrit  laissé  par  lui  ;  la  valeur  de 
l'accélération  séculaire  y  est  portée  à  9",  sans  que  l'on  sache  pour  quelle  raison 
il  a  augmenté  ainsi  de  2", 3  la  valeur  primitivement  adoptée.  Lalande  a  repris  le 
même  sujet  (^)  et  donne  a-  =  9'', 886. 

Les  différences  entre  les  déterminations  précédentes  tiennent  à  ce  que  les 
auteurs  n'emploient  qu'une  partie  des  éclipses  de  Ptolémée,  une  ou  trois  par 
exemple  sur  dix-neuf,  de  même  pour  les  éclipses  des  Arabes;  enfin  les  Tables 
lunaires  dont  ils  se  servent  sont  différentes,  et  il  faut  que  ces  Tables  donnent 
pour  l'ensemble  des  inégalités  périodiques  de  la  Lune  une  valeur  assez  exacte. 
Nous  verrons  dans  un  autre  Chapitre  à  quelle  valeur  on  est  conduit  quand  on 
utilise  tout  le 'matériel  dont  on  dispose  et  que  l'on  a  recours  aux  meilleures 
Tables  de  la  Lune. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'ensemble  des  recherches  de  Dunthorne,  Tobie  Mayer  et 
Lalande  mettait  hors  de  doute  l'existence  même  de  l'accélération,  et  permettait 
de  lui  assigner  une  valeur  comprise  entre  6",  7  et  10". 

109.  Explication  théorique  de  l'accélération  séculaire.  —  Lagrange,  qui 
avait  cherché  vainement  à  se  rendre  compte  par  la  théorie  du  fait  de  l'accéléra- 
tion séculaire,  émit  des  doutes  sur  sa  réalité,  trouvant  les  anciennes  observa- 
tions trop  vagues  et  trop  discordantes  pour  qu'on  en  puisse  tirer  des  données 
précises.  Laplace,  de  son  côté,  crut  un  instant  que  Ton  pourrait  expliquer  le 
phénomène,  en  admettant  que  la  transmission  de  l'attraction,  de  la  Terre  à  la 
Lune,  ne  soit  pas  instantanée.  Il  fit  remarquer  aussi  qu'un  ralentissement  dans 
la  durée  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  elle-même,  ne  fût-il  que  de  o%oi  depuis 


(1)  Transactions  philosophiques  de  la  Société  royale  de  Londres,  n''204;  iGgS. 

(2)  Ibid.,  n°492;  1749 

(3)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  1757. 

T.  —  m.  3r 
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Hipparque,  produirait  une  accélération  séculaire  supérieure  à  lo";  mais  il  res- 
tait à  assigner  une  cause  à  cette  variation  du  jour  sidéral. 

En  1783,  Lagrange  revient  encore  sur  la  question  et  fait  voir  que  les  varia- 
tions séculaires  de  l'excentricité  et  de  l'inclinaison  d'une  planète  peuvent  pro- 
duire une  équation  séculaire  dans  la  longitude  d'un  astre  voisin.  Faisant  l'ap- 
plication de  sa  théorie  aux  actions  réciproques  de  Jupiter  et  de  Saturne,  il 
n'obtient  que  des  résultats  négligeables,  et,  par  une  conclusion  trop  hâtive,  il 
admit  qu'il  en  serait  de  même  de  tous  les  autres  corps  de  notre  système;  il  se 
laissa  ainsi  enlever  par  Laplace  l'honneur  d'une  découverte  contenue  implici- 
tement dans  ses  formules. 

C'est  en  travaillant  à  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  que  Laplace  fut  mis 
sur  la  voie  de  l'explication  cherchée;  il  reconnut  qu'une  variation  séculaire, 
dans  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter,  produisait  une  accélération  dans  les 
moyens  mouvements  des  satellites.  En  transportant  les  résultats  à  la  Terre,  il 
obtint  un  terme  en  /-  dans  la  longitude  de  la  Lune  {voir  p.  107). 

Nous  allons  calculer  ce  terme  en  employant  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires.  On  a,  en  désignant  par  n,  l  et  z  le  moyen  mouvement,  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune  et  celle  de  l'époque, 


(0 


,  r     ,  dl  de 

l  =  £-h  I  ndt,        —  —  n -\ — r' 
J  dt  dt 


Le  moyen  mouvement  n  se  compose  d'une  partie  constante      et  de  termes 

dt 

périodiques.  Quant  à  ^5  nous  avons  trouvé,  dans  le  Chapitre  IX,  p.  146, 
dz  n'^  f       q   ,     Q  „     3  \ 


quand  on  aura  remplacé  9  et  6,  e  et  w  par  leurs  valeurs  (D)  et  (D,),  pages  i52 

de 
lit 


dt 

et  i54,  on  trouvera  que  -r  se  compose  de  termes  périodiques  et  de  la  portion 


1+  -e'^+.  .  . 


qui  serait  constante  s'il  en  était  de  même  de  e' .  Mais  on  sait  que,  en  vertu  de 
l'attraction  des  planètes,  l'excentricité  é  de  l'orbite  terrestre  varie  lentement. 
La  loi  de  cette  variation  est  compliquée;  toutefois,  pendant  un  assez  grand 
nombre  de  siècles,  on  peut  {Annales  de  l'Observatoire,  t.  IV,  p.  102)  se  borner  à 

e'—e'^  —  a.t,       60  =  0,016771,       a  =  H- 0,000  000  42^5, 


où  t  est  compté  en  années  juliennes  à  partir  de  i85o,o.  On  voit  que  e'  diminue 
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lentement,  parce  que  a  est  positif  et  très  petit,  et  que,  si  l'on  néglige 
^  comprendra  une  série  de  termes  périodiques,  la  partie  constante 


«'V       3  , 


et  le  terme 


3  —  e„  at. 

fin 


En  intégrant  et  portant  dans  (i),  on  voit  que  /  se  composera  d'une  série  de 
termes  périodiques  et  de  la  portion 


3  n'^                                (  t 
c  +  No  ^  H  e'  a  ^2  _  c  -I-       +  0-   

2  "  .  VlOO 


où  l'on  a  fait 

No=  ^^0+  ^  —  i5 000  —  e'„  a  =  iSooom^eg  riç^a. 


Cette  valeur  de  a  est  positive,  et  c'est  bien  une  accélération  qui  se  trouve 
réalisée.  Laplace  trouva  pour  ct  le  nombre  ii",  i35,  qu'il  réduisit  plus  tard 
à  lo", i8,  par  suite  d'une  modification  dans  les  masses  de  Mars  et  de  Vénus; 
avec  les  masses  admises  aujourd'hui,  il  aurait  obtenu  io",66.  On  voit  que  Laplace 
était  arrivé  presque  exactement  au  nombre  de  Dunthorne  et  de  Lalande.  On 
fut  ainsi  conduit  naturellement  à  admettre  la  valeur  théorique  de  l'accélération 
séculaire,  et,  à  partir  de  la  publication  du  Tome  III  de  la  Mécanique  céleste,  on 
la  fixa  à  lo",  et  c'est  cette  valeur  qui  fut  introduite  dans  les  Tables  de  Bùrg  et 
de  Burckhardt. 

Une  réflexion  importante  doit  être  faite  ici  :  l'observation  avait  devancé  la 
théorie  dans  la  découverte  de  l'accélération  séculaire;  mais  la  théorie  va  prendre 
sa  revanche  en  nous  montrant  comment  se  passeront  les  choses  dans  l'avenir  le 
plus  reculé.  On  sait,  en  effet,  par  la  théorie  des  inégalités  séculaires,  que  l'ex- 
centricité e'  ne  diminuera  pas  toujours;  dans  24000  ans  environ,  elle  aura 
atteint  son  minimum  et  commencera  à  augmenter,  variant  ainsi  périodique- 
ment dans  un  cycle  immense.  Il  est  donc  prouvé  par  là  même  que  le  moyen 
mouvement  de  la  Lune  n'augmentera  pas  toujours,  et  qu'il  finira  par  diminuer, 
repassant  à  la  longue  par  les  mêmes  grandeurs,  de  part  et  d'autre  d'une  valeur 
moyenne. 

Laplace  montra  aussi,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  pages  102  et  104  de  ce  Vo- 
lume, que  la  diminution  séculaire  de  e'  produit  des  variations  séculaires  dans  les 
mouvements  du  périgée  et  du  nœud  de  la  Lune,  et  il  en  détermina  les  expressions. 
Pour  juger  de  l'amélioration  que  la  variation  séculaire  du  périgée,  indiquée  par 
sa  théorie,  introduirait  dans  les  Tables,  il  pria  Bouvard  de  comparer  à  ces  Ta- 
bles les  anciennes  observations  d'éclipsés,  en  négligeant  d'abord  la  variation  du 
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périgée  et,  ensuite,  en  en  tenant  compte.  Les  résultats  obtenus  par  Bouvard  sont 
consignés  dans  un  Tableau  inséré  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des 
Temps  pour  l'an  VIII  ;  on  y  voit  que  les  erreurs  des  Tables  sont  améliorées  sensi- 
blement par  l'introduction  de  la  variation  séculaire  du  périgée. 

Après  Laplace,  Plana  avait  calculé  avec  plus  d'exactitude  le  coefficient  de 

é^n^^Lt"^  dans  la  longitude  de  la  Lune;  au  terme  unique  il  en  avait 

ajouté  vingt-sept  autres  plus  petits,  et  l'ensemble  lui  avait  donné  a  =  io",58. 
Damoiseau  avait  obtenu  de  son  côté  10^,72;  c'était,  en  somme,  la  confirmation 
du  résultat  de  Laplace. 

110.  Recherches  sur  les  éclipses  chronologiques.  —  La  question  histo- 
rique, délaissée  pendant  longtemps,  entra  dans  une  phase  nouvelle  lorsque 
Baily  eut  signalé  en  1811,  dans  les  éclipses  totales  de  Soleil,  un  nouveau  et 
précieux  moyen  de  contrôle  pour  les  Tables  de  la  Lune.  Voici  dans  quel  sens  : 
les  historiens  de  l'antiquité,  à  partir  du  siècle  avant  l'ère  chrétienne,  nous 
ont  transmis  des  récits  plus  ou  moins  nets  d'éclipsés  totales  de  Soleil  qui  se- 
raient arrivées  en  certains  lieux,  presque  toujours  au  moment  d'événements 
historiques  d'une  grande  importance,  mais  sans  faire  connaître  l'heure  du  phé- 
nomène, ni  le  jour,  ni  même  l'année,  le  plus  souvent.  Il  y  a  donc,  entre  ces 
éclipses  de  Soleil  et  celles  que  nous  avons  mentionnées  jusqu'ici,  une  différence 
importante;  les  dernières  seules  sont  rapportées  à  une  date  précise  et  même  à 
une  heure  déterminée. 

Cependant,  si  l'on  a  égard  à  ce  fait  connu  que,  dans  chaque  éclipse  de  Soleil, 
les  régions  de  la  Terre  recouvertes  par  l'ombre  pure  de  la  Lune  (zones  de  la 
totalité)  forment  une  bande  très  étroite;  si  l'on  se  rappelle  que,  en  un  lieu 
donné,  les  éclipses  totales  de  Soleil  sont  très  rares,  qu'à  Paris,  par  exemple, 
on  n'en  aura  vu  qu'une  pendant  toute  la  durée  des  xviii*'  et  xix*"  siècles,  qu'à 
Londres  on  a  été  pendant  cinq  cent  soixante-quinze  ans  sans  en  observer  une 
seule,  depuis  i  i4o  jusqu'en  1715,  et  que,  depuis  l'éclipsé  de  1715,  on  n'y  en  a 
pas  vu  d'autres;  on  comprend  que,  si  l'on  savait  positivement  qu'en  un  lieu 
donné  de  la  Terre  on  a  observé  une  éclipse  totale  de  Soleil,  à  une  époque  non 
exactement  fixée,  mais  cependant  comprise  entre  des  limites  de  temps  pas  trop 
espacées,  on  comprend,  disons-nous,  qu'on  en  puisse  tirer  des  conclusions  pré- 
cises sur  les  valeurs  de  certains  éléments  de  l'orbite  lunaire  à  cette  époque  et 
en  particulier  sur  le  moyen  mouvement  correspondant.  En  supposant  à  cette 
dernière  quantité  une  variation  très  faible,  l'éclipsé  calculée  par  les  Tables 
peut  cesser  d'avoir  été  totale  au  lieu  considéré.  Il  peut  se  faire  toutefois  qu'il 
y  ait  lieu  de  faire  varier  d'autres  éléments,  que  la  question  de  la  date  inconnue 
joue  tout  de  même  un  rôle,  que  la  position  du  lieu  d'observation  n'ait  pas  été 
nettement  indiquée,  et  qu'enfin  le  vague  des  récits  et  la  fable  qui  tend  à  se 
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mêler  aux  grands  événements  correspondants  ne  permettent  pas  toujours  de 
savoir  si  l'on  a  eu  réellement  affaire  à  une  éclipse  totale  de  Soleil.  Les  erreurs 
des  Tables  peuvent  jouer  aussi  un  rôle  important,  et  l'on  conçoit  que  la  méthode 
donne  dans  la  réalité  moins  qu'elle  ne  semblait  promettre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ces  recherches  intéressantes,  inaugurées  par  Baily,  ont 
été  poursuivies  avec  sagacité  par  Airy  {Transactions  philosophiques  de  i853 
et  Mémoires  de  la  Société  royale  astronomique  de  Londres,  t.  XXVI;  1857),  et 
l'autorité  qui  s'attache  à  tous  les  travaux  de  cet  astronome  éminent  leur  a 
donné  une  grande  importance.  Nous  reviendrons  en  détail,  dans  la  suite, 
sur  les  éclipses  chronologiques.  Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  dire  que 
leur  considération  a  conduit  Airy,  dans  son  Mémoire  de  i853,  à  donner  à 
l'accélération  séculaire  la  valeur  10",  ni;  dans  son  travail  de  1857,  où  il  s'est 
servi  des  nouvelles  Tables  de  Hansen,  il  a  même  porté  ce  nombre  à  12",  18, 
ajoutant  qu'avec  i3"  on  aurait  encore  une  représentation  plus  satisfaisante  de 
deux  des  éclipses  en  question. 

D'autre  part,  Hansen  a  calculé  à  plusieurs  reprises,  par  sa  [théorie,  la  valeur 
de  l'accélération  séculaire,  et  il  a  trouvé  successivement  1 1",93  (Astron.  Nachr., 
n°  443;  1842),  ii",47  {Astron.  Nachr.,  n«  597;  1847),  i2",i8  {Tables  de  la 
Lune,  publiées  en  1857)  et  enfin  12",  56  {Darlegung,  t.  Il;  1864). 

Il  y  avait  donc  là  un  nouvel  ensemble  de  recherches  fondées  sur  la  théorie  et 
sur  les  anciennes  éclipses,  tendant  à  montrer  que  le  nombre  de  Laplace  était 
trop  petit  et  devait  être  porté  à  12",  sinon  à  i3". 

111.  Recherches  théoriques  d'Adams  et  de  Delaunay.  —  Ici  se  pré- 
sente un  fait  curieux  dans  l'histoire  de  la  Science.  Presque  à  la  même  époque 
où  Hansen  et  Airy  augmentaient  le  nombre  de  Laplace,  Adams  prouvait  qu'il 
devait  être  diminué. 

Dans  un  Mémoire  (')  lu  à  la  Société  royale  de  Londres  le  6  juin  i853, 
Adams  montrait  en  effet  que  Plana  et  Damoiseau,  quand  ils  avaient  voulu 
déterminer  l'accélération  séculaire  avec  plus  de  précision  que  Laplace,  avaient 
commis  une  grave  erreur  en  intégrant  les  équations  différentielles  comme  si  e' 
était  constant,  et  se  bornant  à  remplacer  e'  par  sa  valeur  en  fonction  du  temps, 
une  fois  les  intégrations  effectuées;  cela  n'est  permis  que  dans  la  première 
approximation.  Adams  intègre  en  tenant  compte  de  la  variabilité  de  e' ,  et  il 
trouve  pour  le  coefficient  de  le^n^oLt"^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  le 

coefficient  de  l'intégrale  j {e'^  —  e"')n,dt,  la  valeur 

3    ,  3771 
2  64 


(')  Transactions  philosophiques,  p.  397;  année  i853. 
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tandis  que  Plana  avait  obtenu 


soit  un  coefficient  de  m"  trois  fois  trop  faible.  Le  nouveau  terme  en  m"  dimi- 
nuait de  i",66  environ  l'accélération  de  Laplace.  Adams  disait,  en  termi- 
nant son  Mémoire  :  «  Ce  résultat  sert  à  donner  une  idée  de  l'importance  numé- 
rique des  nouveaux  termes  qui  doivent  être  ajoutés  à  la  valeur  adoptée  pour 
l'accélération  séculaire  et  ne  différera  probablement  pas  beaucoup  de  la  cor- 
rection complète,  bien  que,  pour  obtenir  une  valeur  suffisamment  précise  pour 
être  employée  dans  le  calcul  des  anciennes  éclipses,  les  approximations  doivent 
être  poussées  beaucoup  plus  loin.  « 

Plana,  qui  se  trouvait  directement  mis  en  cause,  examina  de  nouveau  la 
question.  Dans  un  Mémoire  imprimé  en  i856,  il  reconnut  que  sa  théorie  était 
inexacte,  et,  en  la  corrigeant,  il  trouva  d'abord  pour  le  terme  en  m'*  le  même 
coefficient  qu'Adams;  mais  bientôt  il  revint  sur  son  calcul  et  s'arrêta  à  une 
valeur  du  terme  en  m*  qui  différait  à  la  fois  de  celle  qu'il  lui  avait  attribuée 
dans  son  grand  Ouvrage  et  de  celle  qu'Adams  avait  trouvée  de  son  côté. 

La  question  était  ainsi  en  suspens  quand  Delaunay  vint  à  s'en  occuper,  en 
suivant  une  méthode  différente  de  celles  qui  avaient  été  employées  avant  lui. 
Poussant  d'abord  le  calcul  de  l'accélération  séculaire  jusqu'au  terme  en  m\  il 

retrouva  (^)  identiquement  pour  ce  terme  la  valeur  —  m\  Adams  publia 
aussitôt  (^)  les  valeurs  qu'il  avait  obtenues  depuis  quelque  temps  pour  les 
termes  en  m"  et  tiï'  ;  en  même  temps,  il  fit  voir  que  l'ensemble  de  ses 
recherches  réduisait  l'accélération  à  5", 7.  Bientôt  après,  Delaunay  donna  (^) 
l'expression  complète  à  laquelle  il  était  arrivé  pour  le  coefficient  de  l'intégrale 

J^(e^  —  e'-)  Tîf^dt,  en  poussant  l'approximation  jusqu'aux  quantités  du  hui- 
tième ordre,  expression  qui  renfermait  quarante-deux  termes  distincts  et  dans 
laquelle  il  avait  retrouvé  exactement  tous  les  nouveaux  termes  d'Adams.  Par 
suite  de  l'ensemble  de  ces  quarante-deux  termes,  la  valeur  de  l'accélération  se 
trouvait  portée  à  6",  1 1 . 

Ces  résultats  furent  vivement  combattus  par  de  Pontécoulant,  mais  par  des 
arguments  dépourvus  de  toute  valeur  et  auxquels  il  est  inutile  de  s'arrêter 
aujourd'hui.  Plana  finit  par  reconnaître  définitivement  son  erreur,  et  le  coeffi- 
cient de  m*  fut  encore  confirmé  par  Lubbock  (Mémoires  de  la  Société  royale 
astronomique  de  Londres,  t.  XXX)  et' par  M.  Cayley  {Monthly  Notices,  t.  XXII). 


(')  Comptes  rendus,  t.  XLVIII,  17  janvier  1859. 

(2)  Ibid.,  3i  janvier  1809. 

(3)  Ihid.)  25  avril  1859. 
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Pendant  plusieurs  années,  Hansen  affirma  que  ses  calculs  théoriques  lui 
donnaient  12"  ou  i3".  Cependant,  à  la  fin,  il  reconnut  qu'il  avait  commis  une 
méprise  analogue  à  celle  de  Plana  et  déclara  que  les  calculs  numériques 
d'Adam  s  étaient  exacts  [Lettre  à  M.  Warren  de  la  Rue  (^Comptes  rendus,  t.  LXÏI, 
p.  704  et  suiv.)];  néanmoins  il  soutint  toujours  que  les  éclipses  chronologi- 
ques, qui  étaient  bien  représentées  avec  une  accélération  de  11"  ou  i3",  ces- 
saient de  l'être  avec  le  nouveau  chiffre  de 

Toutefois,  la  question  est  tranchée  sur  un  point  important;  la  cause  décou- 
verte par  Laplace  donne  lieu,  quand  on  fait  les  calculs  complètement,  à  une 
accélération  de  6",  1 1 . 

Il  peut  paraître  surprenant  que  Laplace  n'ait  pas  songé  à  calculer  le  terme 
en  m"  ;  c'est  peut-être  à  cause  de  l'accord  presque  complet  que  présenta  le  résul- 
tat de  son  calcul  avec  la  valeur  donnée  par  Lalande. 

Voici,  à  titre  de  document,  pour  donner  une  idée  de  la  convergence  de  la 
série,  quelques-uns  des  termes  calculés  par  Delaunay  (Comptes  rendus,  t.  XLVIII, 
p.  825)  : 

Terme  en  m2   -+-io','659 

»       ni^   » 

»       m'*   —  2,343 

»       m"   —  1,582 

»    —  Oj7Ii 

»       rrû   —  05^47 

»       m*   —  0,062 

On  voit  que  le  premier  terme  est  positif;  il  est  suivi  d'une  série  de  termes 
négatifs  qui  convergent  lentement  et  dont  l'ensemble  forme  presque  la  moi- 
tié du  premier;  il  y  a  une  certaine  analogie  avec  ce  qui  s'est  passé  pour  le 
périgée. 

Delaunay  a  effectué  ce  calcul  complet  en  suivant  sa  propre  méthode.  (  Voir 
les  indications  du  calcul  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour 
1861.)  Delaunay  a  aussi  retrouvé  (^)  les  termes  en  m"*  d'une  façon  très 
simple,  en  suivant  la  méthode  de  Poisson  (fo^rp.  i4i  de  ce  Volume);  c'est  ce 
calcul  très  simple  que  nous  allons  exposer  maintenant. 

112.  Démonstration  de  Delaunay.  —  Nous  partons  de  la  formule  (8), 
p.  145,  qui  donne 

^  '  dt  na  aa      ma'-  de      2na^  o(f 


(1)  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  1862. 
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Si  l'on  y  mettait  pour  R  sa  valeur,  on  trouverait  comme  précédemment  dans 
dl  3  ji'^ 

^  le  terme  —  -  —  e'^  Pour  avoir  une  précision  plus  grande,  il  faut  procéder  k 

la  seconde  approximation.  La  première  approximation  a  donné  les  divers  élé- 
ments de  la  Lune  sous  la  forme /?  +  nous  devrons  mettre  ces  valeurs  dans 
le  second  membre  de  l'équation  (.'3)  et  procéder  à  une  seconde  approximation, 
et  ainsi  de  suite.  Chaque  approximation  nouvelle  introduira  de  nouveaux 
termes  en  e'^  avec  un  facteur  n'^  de  plus;  l'exposant  de  n'  mesurera  donc  en 
quelque  sorte  l'ordre  de  l'approximation.  Reportons-nous  à  l'expression  de  R, 
page  189,  et  considérons  ses  divers  arguments.  On  peut  se  demander  quelles 
combinaisons  de  ces  arguments  deux  à  deux  pourront  amener  une  partie  non 

périodique  dans  ^  à  la  seconde  approximation.  Soit  Acosa  un  terme  trouvé 

à  la  première  approximation  dans  ^;  A  et  a  seront  des  fonctions  des  éléments/?; 

pour  la  seconde  approximation,  nous  remplacerons p  par p  +  ^^p  et  nous  déve- 
lopperons par  la  série  de  Taylor,  en  nous  bornant  à  la  première  puissance 
des  ^^p.  Le  terme  Acosa  se  trouvera  ainsi  angmenté  de 

^         .   .     d<x  ^ 
dp  dp  ^ 


donc,  si  ^^p  contient  des  termes  de  la  forme  B  ^^"S,  on  trouvera,  en  substi- 

cos 

tuant,  des  termes  en  ^^"(a±  |3)  dont  il  faudra  prendre  seulement  les  parties 
non  périodiques.  Les  arguments  de  R  dépendent  de 


l,      Tx5,      9,      /',  TxS', 

/,  /'  désignant  ici  les  longitudes  moyennes,  que  Delaunay  représente  par 
l  +  g-h  h,  l'  -h  g'-h  h',  ou  /+  rar,  ci';  les  termes  qui  dépendront  des  quatre 
premières  quantités  auront  des  périodes  courtes,  relativement  aux  périodes 
que  nous  considérons  ici.  Nous  ne  devrons  donc  garder  dans  les  termes  en 

^|^^(a  ±     que  ceux  où  l'argument  est  égal  à  o  ou  à  un  multiple  de  xn'.  Mais, 

dans  a  et  (3,  la  somme  algébrique  des  coefficients  de  /,  trr,  G,  /',  est  nulle,  et 
il  en  sera  de  même  dans  a  ±  |3  qui,  par  suite,  ne  pourra  pas  se  réduire  à  un 

multiple  de  ct'.  Donc,  pour  que  le  terme      (a  =+=      ne  soit  pas  périodique,  il 

faut  qu'on  ait  a  =  =h  P;  par  suite,  chaque  argument  doit  être  combiné  seule- 
ment avec  lui-même. 
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Quels  termes  de  R  faudra-t-il  prendre?  Des  termes  en  JUe'+ oii^e'^ -h  . . . ,  que 
l'on  réduira  à  xe',  et  des  termes  en  JU'+ ilb'e'^  4- G'e'*  + . . . ,  que  l'on  réduira 
à  x'  H-  iib'e'-  ;  car  le  carré  du  coefficient  contiendra,  dans  le  premier  cas,  le  terme 
X'^e'^  et,  dans  le  second,  le  terme  1X'^S'o'e'-.  Si  l'on  se  reporte  à  l'expression 
de  R,  on  verra  dès  lors  que  l'on  doit  la  réduire  à 


R  =  /i'2a2 


(I) 

(II) 

—  ^  e  c 

o 

(III) 

(IV) 

(V) 

3 
4 

(VI) 

3  , 
4 

(VII) 

(VIII) 

(IX) 

9  / 

(X) 

63 

(XI) 

(XII) 

21 

(XIII) 

e'^j  C0S(2/  —  2/') 

^  e'  zçi%{iL  —  /'  —  gt') 


ee'  cos  (  ^  +    —  55  —  es'  ) 


 g-  ee'  cos  (  /  —  3  /'  +    +  cj'  ) 


ee'  cos  (3/— 3/'— gj  +  gt') 


3 

^e'cos(/'— ct') 


On  a  donné  des  numéros  aux  diverses  parties.  Comme  on  doit  combiner  cha- 
cun des  termes  avec  lui-même,  il  en  résulte  qu'on  peut  les  considérer  séparé- 
ment. 

Considérons  d'abord  la  partie 

(0)  =  «'^a^  {l^-^le'^^, 
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qui,  portée  dans  la  formule  (3),  donnera 


dl  «^V      3  , 

dt  n 


il  faudra,  dans  le  second  membre,  remplacer  n  par  +  or  ce  second 
membre  ne  contenant  pas  £,  on  a  n  =  o.  Il  n'y  aura  donc  pas  de  changement, 
et  la  portion  (0)  ne  nous  donnera  que  ce  que  nous  avions  trouvé  dans  la  pre- 
mière approximation,  savoir 


3  II"'  , 

 e 

2  n 


113.  Nous  allons  traiter  ensemble  les  parties  (1),  (II)  et  (III),  que  l'on  peut 
comprendre  dans  la  forme 

(4)  ^  R  =  /i'2a^Acos(2/H-a). 

A  et  a  ne  dépendent  pas  des  éléments  de  la  Lune.  Ce  sont  néanmoins  des  fonc- 
tions du  temps,  A  à  cause  de  e',  a  à  cause  de  /'  et  cî';  le  coefficient  de  t  dans 
n',  27z'ou  3n',  est  petit  par  rapport  au  coefficient  m  de  t  dans  2/,  et  nous  pour- 
rons négliger  le  premier  par  rapport  au  second,  dans  les  intégrations  que  nous 
allons  effectuer.  Nous  aurons,  par  (3)  et  (4), 

dl  n'^ 

(5)  —  =: /i  —  4  —  Acos(2/+a). 
^  '  dt  n 

Il  faut  calculer 

§,n=-~  J^dl=i6n"  I A  sin  {2  l+<x)dt. 

Intégrons  par  parties,  en  prenant  2n  pour  coefficient  dans  2/+  a,  et  nous 
aurons 

§.n=  -Acos(2/+a)H  cos  {2 1  +  a) -j- dt; 

A  est  fonction  de  t,  mais  varie  avec  une  extrême  lenteur.  On  peut  admettre 
dk 
dt 


que  ^  est  constant,  et  il  en  résulte 


?>n'^  ,        ,    ,       ,      ?>ii''  dS.  .   ,    ,  , 

è,n—  Acos(2/+a)H  ^  -j- sin( 2 /  +  a). 

*  n  in-  dt 


Calculons  S,  /;  la  formule  (5)  donne 


— —6,  Il  A  cosfa/  +  a), 

dt  n 
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(l'où,  en  remplaçant  S,  n  par  sa  valeur, 

— -i-  ■=—  ^  Acos(2/+  a)  -\  r  -77  sm  (^2  i  H-  aj, 

dt  II  '      irî^  dt 

et,  en  opérant  comme  précédemment  et  réduisant, 


25 1 


Il  faut  aussi  avoir  l.,n  et,  pour  cela,  remplacer,  dans  la  formule 

du 


,  r=6/i'2Asin(2;4-a), 


/  par  ce  qui  donne 

dh^__  n 
dt 


i2n'2Acos(2/-t-  a)  ^1 


remplaçons  /  par  sa  valeur  (6)  et  ne  gardons  dans  -j^  que  la  partie  non 
périodique;  nous  trouverons 

c/âo/i  _      \^n'''  ^  dk 
dt    ~        n"^       dt  ' 

-  I  0  /l  *  .  » 

0,  /2  =  r-  A". 

2/1^ 

Revenons  à  la  formule  (5)  ;  augmentons-y  de  ^  et  /  de  l,  et  ne  con- 
servons que  les  termes  non  périodiques;  nous  trouverons 

^Acos(2Z+a)â,/?  +  ■^Asin(2/H-a)o\/, 


ce  qui  se  réduit  à 


Pour  tenir  compte  des  termes  (I),  (H)  et  (III),  il  suffit  de  donner,  dans  l'ex- 
pression précédente,  à  A  les  valeurs 


3      i5  ,,  3  ,  21  , 
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On  trouve  ainsi  les  parties 
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2475 

32 


495  11"^ 
128 


24255  7l"* 

128 


On  peut  remarquer  dès  à  présent  que  les  coefficients  de  \  e'^  sont  considé- 
rables. 

Les  termes  (IV)  à  (XII)  sont  compris  dans  la  forme 

(7)  R  =  /ï'^a^eAcos«,  = 4- cfr  +  a, 

A  et  a  étant  des  fonctions  de  /,  indépendantes  des  éléments  de  la  Lune.  Les  for- 
mules (3)  et  (7)  donnent 

=  n  —         eA  cosu; 


2  n 


on  a  aussi 


(9)  ^  =  Sm'^eA  sint/, 


d'où 


0^/1  =  3  in'-e  J A  sin  11  dl  ; 


en  intégrant  par  parties  et  remarquant  que  le  coefficient  de  t  dans  u  diffère 
peu  de  in,  il  vient 

din=  —  eA  ces  u  H-  -~  e  —  sin  i/. 

fi  in^  dt 

La  formule  (8)  nous  donnera 

d§,l  7/i'2 
——  =r:ài«  — ^ — eAcos;/; 
cit  2/1  ' 

en  remplaçant  n  par  sa  valeur  précédente,  on  voit  que  /  contiendra  e  en 
facteur  dans  toutes  ses  parties.  Les  formules  connues  donnant  J  et  ^  peuvent 
être  réduites  à 

de  du         dm  _     i  (}R 

dt~      na^e  dm'        'dt  ~  na^e  'de' 

et  donnent 

de  .    .  dm  . 
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d'où 


Oie  =z  —  A  cos  u  +  -7^-^  — r-  sm  u, 


n'-^  .    .  ji'^  dA 

~dt 


e  d,uy  =     ^-^  A  sin  u  +  -rr — -  -r-  cos  u. 


Passons  à  §2  ^  ;  la  formule  (9)  donne 

dài  n 


dt 


3  m'^  A  sin  uà^e  ■+  Sin'^Ae  cos  u{i§i  /+  (5i  cr). 


On  peut  supprimer  ^,  l,  car,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,      l  contiendrait 
en  facteur,  et  nous  ne  cherchons  que  des  termes  en  e"^  et  non  en  e^e'^;  en 
remplaçant  en  outre  S,  e  et     tir  par  leurs  valeurs  précédentes,  on  trouve 

dà^n      3  n"*  .  dA  ^  3   n"*  ,„ 

— T7~  =  ~  "T     T77  '         d,  n  =  —  —  A^. 
dt         i   n*     dt  11  iv 

La  formule  (8)  nous  donne  enfin 

dà^l  1  n'^  „        .  nn"^  .     .  1  n'^  ,  . 

—J—  =  ô,  /^  +  - — r-  ôi  ne  A  cosf/  —  o,  eA  cos  u  h-  A  sm  ueà,  m, 

dt        '         Q.n-  m  2  Ai 

d'où,  avec  les  valeurs  précédentes  de  S^  n,  B.^n,  ^^  e,  négligeant     et  ne 

conservant  que  les  parties  non  périodiques, 

dt        in^      \2      4      4/      i  ti^ 

Il  n'y  a  plus  qu'à  donner  dans  cette  expression  à  i  et  A  les  valeurs  suivantes, 
qui  correspondent  aux  termes  (IV)  à  (XTI), 


i. 

A. 

i. 

A. 

—  I 

-G- 

+  I 

1' 

—  I 

-r 

H-  I 

63 
-Y' 

—  i 

-h' 

-  3 

3 

-1-  I 

-il- 

—  3 

21  , 

Y' 

—  3 

3 
4 
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dd<,  l 


On  trouve  ainsi  ces  diverses  parties  de  —^■> 


i5 

rr 

2025  n"* 
i6  /i* 


19845  n;* 

~W  fi' 


45 

16  /r* 

> 

+  ^  — 
1 6  /î^* 

i5  n"^ 
64 

45 
16 


4o5  /i^ 
"64 


735  /i;; 

64 


11  reste  à  tenir  compte  du  terme  (Xlll),  qui  donne 


R=yn'''a-e'  cos(/'  — es'), 
4 


—  r=  /i  e  cos(r  —  ), 

dt  n  ^  ' 


dn 
~di 


■=  o. 


On  a  donc 


«  =r  o,  n  —  o, 


d§2 1 
dt 


En  réunissant  toutes  les  parties  |       | ,  on  trouve 

(10) 

On  a  d'ailleurs 


dà^  l 

3 

— -  e  ^  -t- 

3675  n'^ 

dt  ~ 

2 

II 

'    64  ' 

dè^  l 

3 

1225  «'^ 

dt  " 

2 

n  \ 

32  fi^ 

1225  n'- 


32  «'^ 


o ,  2 1 4  ; 


donc  le  nouveau  terme  diminue  de  plus  de  ^  le  coefficient  de  Laplace.  Il  arrive 
ici  une  chose  analogue  à  ce  qu'a  rencontré  Clairaut  pour  le  mouvement  du 
périgée.  La  série  qui  donne  l'accélération  séculaire  a  sa  partie  principale  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  m;  cette  série  converge  très  lentement,  et  l'on 
commet  une  erreur  notable  quand  on  s'arrête  au  premier  terme,  comme  l'avait 

fait  Laplace.  Si  nous  réunissons  les  valeurs  de        et  nous  trouverons 
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d'où,  en  faisant 


a' 


dt 


n  —  /il  (i  +  m^), 
3 


(n) 


dàl 

~dt 


Adams,  dans  son  Mémoire  déjà  cité,  a  donné  encore  le  terme  suivant 


(12) 


dU  /       3    ,     3771     .      34047  \ 

dt       V     2        64         64  y 


Le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit  le  tome  XL  des  Monthly  Notices,  p.  472, 
où  Adams  établit  assez  simplement  la  formule  (11);  le  Tome  LXXII  des 
Comptes  rendus,  p.  496,  où  Delaunay  donne  l'expression  définitive  et  très  com- 
plète de  l'accélération  séculaire;  la  Thèse  de  M.  P.  Puiseux  {Annales  de  V École 
Normale;  1879),  où  la  démonstration  précédente  de  Delaunay,  fondée  sur  la 
méthode  de  Poisson,  est  étendue  aux  termes  en  m^  ou  m^ 

M.  V.  Puiseux  {Mémoires  présentés  par  divers  savants  à  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XXI;  1870)  avait  pensé  que  la  diminution  séculaire  de  l'inclinaison  f  de 
l'écliptique  sur  une  écliptique  fixe  pourrait  produire  aussi  un  effet  sensible 
sur  l'accélération  du  moyen  mouvement;  c'est  ce  qu'avaient  déjà  dit  Plana  et 
Carlini  {voir  un  Rapport  de  Laplace  dans  les  Additions  à  la  Connaissance  des 
Temps  pour  i823).  Le  résultat  des  longs  calculs  de  M.  V.  Puiseux  a  été  négatif; 
il  y  a  un  grand  nombre  de  termes  dont  quelques-uns  pris  isolément  seraient 
très  sensibles;  mais,  quand  on  fait  la  somme,  ils  se  détruisent  presque  exac- 
tement. 

L'accélération  séculaire,  qui  est  produite  par  la  variation  de  e'  causée  par 
l'action  des  planètes,  n'est  donc  pas  affectée  d'une  façon  sensible  par  la  varia- 
tion correspondante  de  y'.  Elle  ne  doit  pas  l'être  non  plus  par  le  déplacement 
progressif  du  nœud  de  l'orbite  terrestre,  car  la  longitude  de  ce  nœud  disparaît 
de  la  fonction  perturbatrice  quand  on  y  fait  ^  =0,  ce  qu'il  est  permis  de  sup- 
poser. Reste  à  examiner  le  déplacement  du  périhélie  de  l'orbite  terrestre,  que 
Lagrange  avait  signalé  comme  pouvant  produire  aussi  une  équation  séculaire 
de  la  Lune.  Mais  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  fonction  perturbatrice  montre  qu'il 
n'en  est  rien;  la  longitude  xs'  du  périhélie  n'entre  en  effet  que  dans  les  termes 
périodiques,  et,  si  l'on  suppose  7'=  o,  ^'  se  trouvera  partout  associé  aux  lon- 
gitudes de  la  Terre  et  de  la  Lune,  qui  ont  une  variation  beaucoup  plus  rapide. 
Le  seul  effet  du  déplacement  du  périhélie  sera  donc  de  modifier  légèrement 
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les  périodes  des  inégalités  de  la  Lune,  et  il  ne  peut  en  résulter  d'équations  sé- 
culaires dans  la  longitude. 

On  peut  enfin  se  demander  quelle  serait,  sur  l'accélération  séculaire,  l'in- 
fluence du  terme  en  produite  par  la  variabilité  de  e' .  M.  P.  Puiseux,  dans  la 
Thèse  déjà  citée,  a  examiné  la  question  et  il  a  montré  que  le  terme  en  modi- 
fierait seulement  de  quatre  ou  cinq  minutes  les  époques  des  éclipses  chronolo- 
giques; or  ces  éclipses  sont  affectées  d'une  erreur  au  moins  aussi  grande. 
La  considération  du  terme  en  dans  la  longitude  de  la  Lune  est  donc  inutile 
au  moins  à  l'époque  actuelle. 

^  Enfin  il  y  avait  lieu  de  voir  si,  en  tenant  compte  de  la  variabilité  de  e'  dans 
l'intégration  des  équations  différentielles,  on  trouverait  des  changements  appré- 
ciables dans  les  termes  en  t-  trouvés  par  Laplace  dans  les  longitudes  du  péri- 
gée et  du  nœud  de  la  Lune,  comme  cela  était  arrivé  pour  la  longitude  moyenne. 

Delaunay  a  examiné  la  question  {Comptes  rendus,  t.  XLIX)  et  il  a  trouvé  pour 
le  coefficient  de  ^^  contenu  dans  la  longitude  du  périgée  lunaire,  les  diverses 
parties  suivantes  en  m-,  7n\  ...  : 


  -  7 ','994 

/n^   — i3,7o3 

  -  9>546 

  -6,177 

  -  2,489 


Il  aurait  fallu  aller  encore  plus  loin  pour  avoir  toute  la  précision  désirable. 
Toutefois,  d'après  l'allure  des  trois  derniers  nombres,  Delaunay  suppose  que 

le  suivant  ne  dépasserait  pas  o",  5;  il  prend  finalement  —  4o",o  (^^^  pour  la  di- 
minution séculaire  du  périgée.  Damoiseau  avait  adopté  —  Sg",;  et  Hansen  a 
employé  successivement  les  valeurs  -  39^,18,  —  36",3i  et  -  37",25;  le  chan- 
gement apporté  au  nombre  de  Damoiseau  est  presque  insensible. 
Pour  le  nœud,  Delaunay  obtient 


  +  7 ','994 

'n^   —  0,548 

m'*   —  0,462 

  —  o,2]6 

  -h  0,084 


Il  adopte  pour  le  total  +  6",8  (^~y;  Damoiseau  avait  trouvé  +  6",  56;  Hansen 
+  G",48  et  +  7", 07. 
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RECHERCHES  DE  M.  HILL  SUR  LA  VARIATION. 


114.  Les  recherches  dont  il  s'agit  ont  été  publiées  dans  V American  Journal 
of  Malhematics,  Tome  I,  1878.  L'auteur  préfère  les  coordonnées  rectangulaires 
aux  coordonnées  polaires;  leurs  développements  périodiques  sont  en  effet  plus 
simples,  même  dans  le  mouvement  elliptique,  ainsi  que  cela  résulte  des  for- 
mules du  Tome  I,  Chap.  XIII. 

Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  de  l'écliptique  supposé  immobile;  soient 
X,  Y,  Z;  X',  Y',  o  les  coordonnées  de  la  Lune  et  du  Soleil,  p  et  p'  les  dislances 
de  ces  deux  astres  à  la  Terre,  [jJ  la  masse  du  Soleil,  la  somme  des  masses  de 
la  Terre  et  de  la  Lune  (en  y  comprenant  le  facteur  f).  La  fonction  perturbatrice 
est 

I  XX'+YY'T 


R=:--p. 


V/(X'  — X)=^+(Y'-Y)2+Z^ 


II 

2p' 


5(XX'+  YY'; 


— 


XX'+ YY'' 


On  en  conclut,  en  remplaçant  p/  par  n'- a"^. 


X      ,  X'  /  \  X 

p  p 


Y  V 

P  P'       P  p'. 


p 

'X  /X  X' 

Y  Y'\ 

p' 

.  p  V  p  p' 

'1=7) 

X'    Y'    X  Y 

ne  contient  pas    ;  -j,  -j ,  —  et  -  sont  des  cosinus  frui  sont  de  l'ordre 

P     P     P  P 

zéro  relativement  à       Il  en  résulte  que  les  termes  de  la  seconde  ligne,  dans  la 

formule  précédente,  contiendront^,  en  facteui*;  ce  sont  les  termes  parallac- 
T.  —  III.  33 
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tiques.  En  les  laissant  de  côté,  on  trouve 


d%-p  (^-X  +  dX  —  


de  sorte  que  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  Lune  se  ré- 
duisent à 

XX'-f- YY' 


l  dt^ 

uX 

fx'X 

(0 

\  d^X 

1  ~dF 

iuY 

p.' Y 

j  d'I 

u.  Z 

p'3 

:X2+  Y2- 

-^-z^ 

:3fx'X' 


p- 

XX'+ YY' 


=  O. 


On  doit  pouvoir  déduire  de  ces  équations  toutes  les  inégalités  de  la  Lune 
qui  proviennent  de  l'action  du  Soleil,  sauf  les  inégalités  parallactiques;  ces 
équations  sont  relativement  simples. 

115.  M.  Hill  considère  les  inégalités  indépendantes  de  e';  on  peut  faire  alors 

(2)  X'z=a'cos^',       Y'^a'sin^',       p'=:a',  ^'=n't-h£', 

OÙ  a',  n'  et  t'  désignent  des  constantes;  on  a  d'ailleurs 


Les  équations  (i)  deviennent  donc 

/    6/^X  IJ.X 


df 


n''  X  =  3     (  X  cos  ^'  +  Y  sin  i];'  )  cos 


(3)  \  ^  + '^r  +'^"Y  =  3/i'2(Xcos^];'+ Ysin^;')  sirnj;', 
dt^  +y  +-"Z  =  - 

On  introduit  deux  axes  mobiles  T.x  et  Tj  situés  dans  le  plan  de  l'écliptique, 
l'axe  des  x  passant  constamment  par  le  Soleil,  et  l'on  désigne  par  œ  et  j  les 
coordonnées  de  la  Lune  rapportées  à  ces  axes.  On  aura 

(4)  X=:^cos(^'— jsirn];',       Y  =  :c  sini];'  + J  cos^/'. 

Si  l'on  forme  les  dérivées  secondes  en  remplaçant       par  n  ,  on  en 
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déduit  sans  peine 

.,d'\  .    .,d'Y  d'à:  dy 

d-\  ,,d^Y  d^y  ,dx 

et  les  équations  (3)  donnent,  en  écrivant  pour  la  symétrie  z  au  lieu  de  Z, 

-dF-^'^'dï-^  ^' 


(5) 


+    n'^^z   +  ^  ^=0, 


3 

{r'+z-y 
r''-  =  x'  -\-  y"^. 

En  multipliant  ces  équations  respectivement  par  dx,  dy,  dz  et  ajoutant,  on  ob- 
tient une  combinaison  intégrable  qui  donne 

1  d^^  +  dy"-  +  dz''  _  +  -      ^2  _  !  »/2 ^2  ^  ponsr..  : 

2  ^^^^  ^r^  +  s-^      2  2 

c'est  l'intégrale  de  Jacobi. 

Supposons  enfin  que  l'on  néglige  le  carré  de  l'inclinaison  moyenne  ;  z  con- 
tenant i  en  facteur,  on  pourra  se  borner  à 


d'^x  ,dy      \i-         o   n  ^ 

dl^  dt 


(a\  {d'y  ,dx  u. 


■dt^--'^'"Tt-^7^y 

x'^y'-^r\ 
■   ^n''^^z  =  o. 


I  ^J^l±^^^  +  ^-a''x'-C. 

Les  équations  («)  et  {b)  sont  propres  à  déterminer  celles  des  inégalités  de 
x,y,  z  qui  ne  s'annulent  pas  quand  on  suppose  égales  à  zéro  les  quantités 


^  /       "2  'S 

e',  t', 

a 
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On  va  s'occuper  des  équations  {a).  M.  Hill  les  transforme  en  posant 


il  trouve  aisément 


(a') 


(c') 


/  d''-  Il 

+  2«'  y/  — 

—  du 

~dt^ 

i  d'-s 

f  77? 

—  2/1'  y/-- 

-  ds 
'dt-" 

du  ds 
di  dl  ~ 

2JJ^  _ 

4 

3  , 

-  /i'-{u  H-  5)  —  o, 


-  n'- {u  -j-  s)  —  o, 


116.  Pour  aller  plus  loin,  il  est  bon  de  rappeler  la  forme  à  laquelle  con- 
duisent les  théories  de  Delaunay  et  de  Pontécoulant,  pour  les  expressions  des 
coordonnées  ao,  y,  z  en  fonction  du  temps  t  et  de  six  constantes  arbitraires. 

Soit  +  £  la  partie  non  périodique  de  la  longitude  de  la  Lune  dans  l'expres- 
sion qui  englobe  les  perturbations,  n  et  £  sont  des  quantités  bien  définies  par 
cela  même  (quand  l'origine  du  temps  est  fixée),  îi  est  le  moyen  mouvement 
véritable;  on  en  déduit  la  constante  absolue  a  par  la  formule 


n'  désignant  le  moyen  mouvement  du  Soleil,  on  fait 


n 

ni  —  — 
II 


(7) 


Il  y  a  (juatre  arguments  de  la  foi' me  a  +  [îJ/,  savoir 

-z  r=z  Ht  +  z  —  {n' l  +  £')  =:  longii.  moy.  £  —  longit.  moy.  O, 
cp  =  anomalie  moy.  C  =  /«^  +  s  —  tn^,, , 
cp'=  anomalie  moy.  O, 

Y]  =  distance  moy.  C  à  son  nœud  =  nt  -i-  £  —  Q,„; 


et  Çl,n  sont  les  valeurs  des  longitudes  du  périgée  et  du  nœud,  quand  on  en 
a  enlevé  toutes  les  inégalités  périodiques;  ces  quantités  sont  donc  de  la  forme 
a  +  p^  (il  y  a  aussi  des  termes  en  y/-,  représentant  les  accélérations  séculaires). 
Les  arguments  t,  9,  cp',  y]  sont  représentés  chez  Delaunay  par  les  lettres  D,  /,  /' 
et  F.  On  pose 

d(D  dc\ 
dl  '  dt 
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d'où 

ce  sont  là  les  moLivements  moyens  du  périgée  et  du  nœud.  Cela  posé,  on  a, 
comme  on  l'a  vu  dans  l'exposition  de  la  théorie  de  Delaunay,  en  représentant 
par  L  et  A  la  longitude  et  la  latitude  de  la  Lune, 

^  L  — /î^  H- («,,/,./■',  A-)  sin(3/T  ±ycp  ±y'9'±  2/x-/)), 

(8)  {  ^[l,j\f,  k]C0S{2h±J^±j'cf'dz2kn), 


I  A-=  y  ^  |/,y,,/',  /v|  sin('2«r  ±79  dry'cp'dz  2A- +  lYi), 

OÙ  les  quantités  (i,  /,/,  k),  [i,  j\  /',  /•],  j  f,j,j',  k  j  sont  de  la  forme 

(9)  eie'rf>^Y[^m,e\f,e'\ 

k  désignant  quatre  noinbi'es  entiers  positifs  ou  nuls;  les  signes^  s'éten- 
dent à  toutes  les  valeurs  possibles  des  quatre  indices;  les  fonctions  F  sont  des 
séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  m,  e^,  y^,      et  ^;  e  et  y  sont 

des  constantes  absolues  dont  le  sens  est  précisé  par  les  deux  conditions  sui- 
vantes : 

Le  coefficient  de  sincp  dans  L  doit  être  le  même  que  dans  le  mouvement 
elliptique,  savoir 

I     3  5  „ 

il  ne  contient  ainsi  que  c'est  du  moins  ainsi  qu'a  procédé  Delaunay;  le  coef- 
ficient de  Pontécoulant  contient  m,  e  et  y  ;  il  en  résulte  que,  dans  les  deux  cas, 
e  n'a  pas  la  même  valeur. 

En  second  lieu,  y  est  défini  par  la  condition  que  le  coefficient  de  sinv)  dans  A 
soit  le  même  que  dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  savoir 


!..      7.1-,  5 

4  02  4  I44 


OÙ  y     sin^;  là  encore,  Pontécoulant  a  une  autre  définition  de  y.  Enfin  on  a 
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OÙ  les  coefficients  A  et  B  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
de  m. 

Si  l'on  examine  la  forme  des  développements  que  l'on  peut  tirer  des  for- 
mules (8)  pour      A,      (L  —  ni     s),  -,  on  trouvera  facilement 

^   ^  ^       cos       cos  ^  ^  a 

^  cosA  cos(L  —  nt  —  £)  =  ^  [h./       ^]i  cos(2iT  ±jcf)  ±  y'tp'  ±  ikn), 
(10)    l  -  cosA  sin(L  —      —  e)  =   ^  («,_/,/,       sin(2iT  ±79  ±:y'9'±  2Ay]), 

i  Cl 

'  ^sinA  =y2|«,y,/,       sin(2iT±y9±/'9'±2A  +fYi), 

OÙ  les  coefficients  [  ]»  (  )  et  j  {  sont  encore  de  la  forme  (9).  Enfin,  si  l'on  mul- 
tiplie les  deux  premières  équations  (10)  d'abord  par  cost  et  — siuT,  puis  par 
sini  et  COST,  on  trouve,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (7)  de  t, 


—  =  -  cos  A  cos(L  —  /?';  —  £')=  >  {i,  j,  j',  A-Ja  cos(2i  +  i  t  ±79  ±  /'©'  ±:  2  A-y)), 

Cl  Cl 

i)  (  -  =r  -  cosA  sin  (L  —  «7  —  e')—  >  (<,y',y',  A),  sin(2i  +  1  t  ity©  zhy'cp' ±  2  A-/]), 

1    Cl         Cl  ' 

-sinA  =        j/,y,y',  A],  sin(2iT       ±y  cp  ±y'9' ±  2  A- +  i  y)  ), 


z    r 

a  a 


où  Ton  a  posé 

2[^y,y',  A-]2  -  [i,y,y',  A],H- [i-H  i,y,y',  A],  +  (  «,  y,  y',  k)^  —  {i  i ,  J,  /' ,  A:),, 
3  {i>  J>      ^Oî  =  [h  J,  f,  /'  Il  —  U  +  I.  y> ./'»  /"^li  +  (^'^ /'»  /Oi  +     +  i ,  ,A  /Oi- 

117.  Solution  périodique  des  équations  («).  —  Si  l'on  suppose  e  =  o, 
e'  =  o,  Y  =  G  dans  les  expressions  (i  i)  de  a)  et  y,  les  coefficients  des  cosinus 
et  sinus  s'annulent  si  y,  /  ou  k  ne  sont  pas  nuls  ;  il  reste  donc  simplement  des 
expressions  de  la  forme 


(12) 
où  l'on  a  fait 


X  Ao  cosv(i  —  ^o)  +  Al  cos3v  —  ^o)  +  A,  cos5v  —  éq)  -\~ .  .  . , 
y  =  Bo  sin      —  «o)  +  Bi  sinSv     —  ^o)  +  B2  sinô'v    —  ^o)  +  •  •  •  > 


£  —  £ 

v  =  71  —  n',        Cq  =z  


les  coefficients  A/  et  B^  sont  égaux  aux  produits  de  a  par  des  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  de  m. 

Puisqu'on  a  obtenu  les  expressions  (12)  en  attribuant  dans  les  formules  gé- 
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nérales  des  valeurs  particulières  aux  constantes  arbitraires,  ces  expressions 
devront  vérifier  les  équations  différentielles  (a).  La  courbe  représentée  parles 
équations  (12)  est  une  courbe  fermée,  puisque    et  j  reprennent  les  mêmes 

valeurs  quand  /  augmente  de         elle  est  symétrique  par  rapport  aux  axes, 

comme  on  le  voit  en  changeant  v(/  —  t^,)  en  —  v(t  —  t^)  et  en  r:  —  v(t  —  t^). 
Gela  constitue  une  solution  périodique  des  équations  différentielles;  nous  en 
avons  montré  l'existence  en  admettant  par  induction  la  forme  générale  des 
expressions  (8)  des  coordonnées  de  la  Lune.  On  en  trouvera  une  démonstration 
rigoureuse  dans  l'Ouvrage  de  M.  Poincaré,  les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique 
céleste,  t.  I,  p.  97.  Nous  remarquerons  que  la  courbe  dont  on  vient  de  parler 
a  été  considérée  pour  la  première  fois  par  Newton  (p.  38  de  ce  Volume),  qui 
la  suppose  coïncider  avec  une  ellipse  ayant  pour  axes  et  Ty,  ce  qui  revient 
évidemment  à  ne  prendre  dans  les  formules  (12)  que  les  premiers  termes  dans 
X  et  y.  Euler,  dans  sa  première  théorie  de  la  Lune,  a  calculé  avec  assez  de 

développement  la  variation  ou  plutôt  les  termes  en  ^^^^  2t  dans  les  coordon- 
nées polaires  de  la  Lune.  C'est  le  même  problème  que  M.  Hill  a  repris  et  qu'il 
a  traité  avec  grand  succès,  en  tant  qu'il  s'agit  seulement  des  parties  de  la  va- 
riation qui  sont  indépendantes  de  e,  e' ,  y  et  de  ^• 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  dirons  que  la  solution  périodique  dont  nous 
venons  de  parler  existe  encore  quand  on  tient  compte  des  termes  en      ^5  •■■] 

seulement  les  expressions  de  x  et  j,  au  lieu  de  ne  contenir  que  les  multiples 
impairs  de  —  t^)  sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  renferment  aussi  les  mul- 
tiples pairs. 

M.  Hill  détermine  les  coefficients  A/  et  B/  de  manière  à  vérifier  les  équa- 
tions {a).  Il  pose 

Aj  =;     +  a_j_i,        Bj  =     —  v{t  —  tç))=x, 

moyennant  quoi  les  formules  (12)  deviennent 
+00 

(13)  ,37  zzi^  «j- cos(2/ +  i)  T,      y a,  sin  (2  «  4- i)  T. 
Soit  fait 

(14)  EV~'=:C, 


d'où 
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et  il  viendra,  d'après  la  délinition  (d)  de  u  et  s, 


Posons  encore 

(16)  m  —   1  —  —^        u.=z  {n  —  n'y-^; 

les  équations  (a)  et  (c')  deviendront 


/'  d-  if  I  du  y.  à 

{usy 


d  "  s  ,     -  ds  y. 

(usf 


-TT  —  2 m  v'  —  I       H  —  s  —     m^-(u  +  s)  =  0: 

dx-  dr      ,     A         2      ^  ^ 


Il  s'agit  de  vérifier  ces  équations  en  adoptant  pour  u  et  s  les  valeurs  (i5)  et, 
par  suite,  de  déterminer  les  coefficients  a^;  il  est  naturel  de  chercher  des  combi- 
naisons des  équations  {a")  et  {c")  éliminant  les  termes  — ^  et        qui  seraient 

gênants  dans  l'application  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  On  ob- 
tient immédiatement 

,     .  d^  u  s  I  d{us)      3    , ,  , 


d's  1  

d{us) 

— 

^+2mV~I 

dx 

du 

ds  ^  

(  du 

dx 

^+2mV-I 

K~dx 

dx 


4 


Ces  deux  équations  ne  sont  pas  équivalentes  aux  équations  {a")  puisque  la 
constante  x  a  disparu.  Quand  on  aura  traité  les  équations  (17)  et  (18),  il  fau- 
dra substituer  dans  l'une  des  équations  {a!')  et  (c")  ou  dans  une  de  leurs  com- 
binaisons. 

lis.  Substituons  maintenant  les  expressions  (i5)  de  et  s  dans  les  for- 
mules (17)  et  (18).  Nous  aurons  d'abord 

du      du  ^  I   ,  
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Nous  aurons  maintenant  à  former  les  expressions  de 

2  ,       du         ds      (lias)        d"^  a      du  ds  d's 

"'  "s-   -rfT-   "d?'  IhV  "S- 

nous  aurons  par  exemple 


Nous  représenterons  par  ij  l'exposant  général  de  ce  qui  déterminera  i'  en 
fonction  de  «  ety;  en  opérant  ainsi,  il  viendra 


du 
dz 


du  ds  /  • 

où  les  indices  i  et  y  prennent  toutes  les  valeurs  entières,  de  —  oo  à  +  oo. 
En  portant  ces  expressions  dans  les  relations  (17)  et  (18),  on  trouve 

22      }  [(  2  +  I )-  +  4///i  —  (  2  i  +  I  —  27")^]  a,-  ai_j  —  ^  m2  a,- —  «-y_/_i  )  j  —  o , 

C^-/'  j  |^(  2  +  I  )2  +  (  2  <■  +  J  —  2y  )-  +  (  2  f  +  I  )  (  27"  —  2  f  —  I  ) 
-f-  2  m  (  2  f  +  I  )  +  2  //«  (  2  /  +  I  —  2/ )  H-  I  m^J 


('9) 


T.  -  IIJ. 
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On  tire  de  la  première  de  ces  formules,  quel  que  soit  l'indice  /,  positif  ou  né- 


gatif, 


■1 

(20)  4,/  2^  (2  «  +  I  +     --  J)  cii        -  ^  m''  ^  —  a  ^j-i-i  )  —  o, 

i  ' 

et  de  la  seconde,  pour  toutes  les  valeurs  entières  de  /,  positives  ou  négatives, 
zéro  excepté. 


(■>,.) 


1 2  i  +  1  )  i  2  f  ■  h  I  —  y)    4y'  +  4  "t  {-21  + i  —j  )  +  m' 


+  ^  /«-  "y      (,  i/y-/- 1  -+-  )  —  o . 


Du  reste,  pour  j  =  o,  la  condition  (20)  est  vérifiée  identiquement;  nous  pour- 
rons donc,  dans  (20)  et  (21),  nous  abstenir  de  faire/ =  o. 

Si  nous  ajoutons  les  deux  équations  (20)  et  (21),  après  les  avoir  multi- 
pliées d'abord  par  —  3  et  +  2,  puis  par  +  3  et  +  2,  nous  éliminerons  des 
seconds  ^  les  termes  et  et  il  viendra 

8t(4y  —  1)  +  2oy-  -  16,/  +  2  +  4m(4t—  5y  +  2)  +  gm^] 

+  9/«'^^  titaj^i-Y  =  o, 

i 

2]  [  8    +  8  i  (  27  +  I  )  —   4y  '  H-  2  +  4     (  4  i  +  y  +  2  )  Ht-  9  m'-  ]  a,- 

Ces  deux  relations  ne  sont  pas  distinctes,  comme  on  s'en  assure  aisément  en 
changeant  convenablement  les  indices.  Nous  les  remplacerons  par  une  combi- 
naison unique  obtenue  en  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  les  facteurs 

+  4y  '  —  8y  —  2  —  4  j/i  (  /■  4-  2  )  —  9  m- 

et 

H-  2oJ'^  —  i6j  H-  2  —  ^m{bj  —  ■i)  9//«S 


qui  sont,  au  signe  près,  ce  que  deviennent  les  coefficients  de        .j  pour  i  —  o. 
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Nous  trouverons,  après  réduction, 


(22) 


+  9  m'-^  [  4/-  -  8./  -  2  -  4  rri  (  ./  +  2  )  -  9  /n^]  Oi  Uj^i-, 

i 

+  9 m'-^  [ 20,/^  —  1 6,/  +  2  —  4  >n ( 5,/  —  2 )  +  9 /«- ]  «/  «-y-,- 


Pour  /  =  /,  la  premiëro  partie  de  cette  formule  se  réduit  à 

'\  Sf  [  2  (  4/^  —  1  )  —  1  -+-'11'-]. 

Nous  diviserons  par  cette  quantité  les  deux  membres  de  l'équation  précédente, 
et  nous  ferons 


/    4 1( /  - 1  )  H-  4,/^  +  4/  -  2  -  4 ( ^'  -  ./  +  O  +  , 


_     3m2  4./^—  8./  -  2  -  4 ^^(./  +  2)  —  9m^  ^ 

(23)  j    [./]~-"7ôyi  2(4y2—  I)  +  ^'^ 

I      .  20/^—  i6y  +  2  —  4/?^(5./'  —  2  )  +  9m' 

Nous  trouverons  ainsi 

on  doit  attribuer  à./  successivement  les  valeurs 

(25)  ±3,  .... 

Remarque.  -  Les  quantités  [y]  et  (y)  ne  dépendent  que  de  l'indicey  et  sont 
de  petites  quantités  du  second  ordre,  à  cause  du  facteur  m^  Les  quantités 
[y,  i]  dépendent  des  deux  indices  i  ety  ;  elles  sont  finies,  et  l'on  a 

i  [/,  o]  =  o, 

,  \  LJ  '    j  q^jgi  soity. 

^     '  >  [./,./■]=—'' 

C'est  pour  avoir  cette  dernière  relation  simple  que  l'on  a  employé  plus  haut  le 
diviseur 

2(4/'  —  i)  —  4'«  + 


(27) 

(28) 

(29) 
(3o) 
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Les  équations  qu'on  tirera  de  (24),  en  donnant  à  y  les  valeurs  (25)  vont 
nous  servir  à  déterminer  les  rapports  ^,        ^,  — 

Clf)      (Zq  CIq 

Donnons  à  i,  dans  la  formule  (2/4),  les  valeurs  o,  ±i,  ±2,  ...  et  ayons 
égard  à  la  première  des  relations  (26)  ;  nous  trouverons 

[j,  i]  ai  ai_y  +  [y-,  —  i]       a_,_j  +  [y,  2]     a._j  4-  [y,  —  2  ]  «_2  a_.__j  +  .  .  . 

[y  ]  («0  «'y-i   +  «1  «y-2  +  fl'-i  aj    +  ^2  +       aj^^  +  .  .  .  ) 

(./ )  («0  «-y-i+  «1  a_y-2+  «-1  «-y  +  ai  a^j_^+  a_2  a_y+,  +  .  .  .  )  =z  o, 

d'où,  en  attribuant  à  y  les  valeurs  (25)  et  ayant  égard  à  la  seconde  des  rela- 
tions (26), 

j  «0  a,   —  [i]{al  +  2ai  2a2  «_2  +  .  .  .)  +  (i)  (rtlj  -t-       f/_2  4-  2^1  a_3  +  .  .  .) 

(  +  [i»  —  i]  «-1  «-2+  [i,  2]  «1  «2+  [i,  —  2]  a_2  a_3+  [r,  3]  «3  «2  +  

(  «0  «-I  =  [—  i]  («-I  +  2^0  a_2+  2«i  a_3  4-  .  ..)  +  (_  t)  (^^2  4-  2^2  «-2 +  ■  •  .) 

I  +  [—  I,  j]  «1  ^5^2+  [—  f,  2]  a2«3+  [—  I,  —  2]  a_2a_i+  [—  I,  —  3]  a_3«_2+...  , 

(  «o«2   =  [2]  (2(^0  «1+ 2a_,  «-2+ 2a_2  «3  H- •  •  •)  +  (2)  (2a_j  a_2+ 2(7o  a_3 +.  .  .) 
I  +  [2,  i]  a,       +  [2,  —  i]  a_,  a_3+  [2,  —  2]  «_2a_4+  [2,  3]  a^a^  +.  .  .  , 

j  ao  a_2=  [  —  2]  (2a_i  «-2  +  2«o«-3+  2ai  a_4+...)  +  (—  2)  (2«o  «1  4-  2a_i  a,  +  2a_2«3  + 
i  +  [—  2,  1]  «1  «3+  [  —  2,  —  1]  a_,  «1  +  [—  2,  2]  «2  «4  +  [—  2,  -  3]  a_3  «_!  +  .... 

Ces  formules  donnent  comme  première  approximation,  en  supposant  connu 
par  les  diverses  théories  de  la  Lune  que  a±i  diminue  rapidement  quand  i  aug- 
mente, 

d  où 

donc  ^  et  ^  sont  de  petites  quantités  du  second  ordre. 
On  a  de  même,  en  partant  des  relations  ( 5,9)  et  (3o), 

(7o«2     =2     [2]      <7o«l-+-        [2,1]  '^l^-l, 

«0  «-2  =  2(—  2)  «0      +  [—  2,  —  1]  a,  a_,, 

d'où,  en  vertu  des  formules  (3i), 

(    ^[    ==[0|2    [2]      4-       [2,  ,] 

(  ~=^[']i^(-^)  +  l-^'-'](-')l; 


(32) 


RECHERCHES  DE  M.   HILL  SUR  LA  VARIATION. 


269 


^  et       sont  ainsi  du  quatrième  ordre,  puisque  les  quantités  [1],  [2],  (— i), 

(—  2)  sont  chacune  du  second  ordre;  en  général,  —  est  de  l'ordre  21. 

Dès  lors,  si  l'on  se  reporte  aux  formules  (27)  et  (28),  (29)  et  (3o),  on  verra 
que,  dans  les  relations  (3i),  on  a  négligé  le  sixième  ordre,  et  seulement  le  hui- 
tième dans  les  relations  (32).  Les  formules  (23)  donnent  d'ailleurs 


[•]  = 


3  6  H-  X  2  m  +  g  ni- 

16  6  —  4"'  -H  f^^' 

64  3o  —  4  + 

1  26  +  m"^ 

2  3o  —  [^m  -\- 


(-0  =- 

(-2)  ^- 


3m_2  38  -f-  i%m  - 
16      6  —  f\m  ~ 

'6  m-  1 14  +  48 
"64 


3o  —  4 
18  —  8m 


g  m' 


m- 
m- 


60 


Il  en  résulte,  d'après  les  relations  (3i)  et  (32), 


«-1 


3  m''-  6  +  1 2  m  H-  9  m- 
16"    6  — 47?i  +  m-^    ^  ' 

3  m-  38  H-  28/71  H-  9/71- 

"Tô      6  —  4m  H-  m^      ^  ' 

27/?^*  2  +  4/«  H-  3m- 


256   (6  —  [\m-^  m'-)(Zo  —  (\m-^Tn'') 


00     /              o    o     20  —  35 
238  H-  4o  /«  +•  9 m} —  32  ^   


6  —  4'^^  +  ^^^ 


£8. 


En  portant  ces  valeurs  de  «2»  <^-2  (l^ns  (27),  on  pourra  calculer 

les  termes  du  sixième  ordre  dans  — ;  on  calculera  de  même  les  termes  du 

dixième  ordre  en  ayant  égard  aux  valeurs  provisoires  de      et  a_^. 

Donnons  quelques  exemples  pour  montrer  avec  quelle  rapidité  convergent 
ces  diverses  approximations.  M.  Hill  prend 


d'où 


et  il  trouve 


Il  —\-]  325  594", 060 85, 
n'^  I  295  977",/ii5  16, 

n' 

 ^  =0,080  848  933  808  3 12, 


Termes  de  l'ordre  2. 

))  6. 
»  10. 


0,001  5i5  849  171  593 
0,000  000  141  6g8  83 I 
o , 000  000  000  006  80 I 


—  0,008  695  808  499  634 
0,000  000  061  55 t  932 

—  0,000  000  000  oi3  838 
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M.  Hill  n'a  négligé  finalement  que  le  quatorzième  ordre,  et  ses  résultats 
numériques  ne  sont  pas  en  erreur  de  plus  de  deux  unités  de  la  quinzième  déci- 
male. 

Les  formules  (4)  et  (i3)  donnent  d'ailleurs 

!/•  cos  (  L  —  ni  —  s)  =  ^  rt/  C0S2  î7, 
r  sin  (L  —      —  s ")—>«,■  s 

M.  Hill  obtient  ainsi 


sin  !î  ?t; 


o 


(34) 


—  cos  (L  —  nt  —  s)  —  1  —  0,00718  00894  81977  cos  27 
+  0,00000  60/424  47064  cos  ù^Z 
H-  0,00000  00824  92024  cos  6t 
+  0,00000  00001  87552  cos  8t 

+  0,00000  00000  01 171  cos TOT 
H-  0,00000  00000  00008  cos 12 7, 

—  sin  (L  — //^ —  £)— r  +  0,0102 1  14544  4i  102  sin  27 
+  0,00000  57148  66098  sin  4' 
H-  0,00000  00275  71289  sin  67 
+  0,00000  00001  62980  sin  87 

i  -(-  0,00000  00000  01042  sin  107 

-4-  0,00000  00000  00007  sin  12  7. 

Pour  ce  qui  concerne  l'expression  analytique  générale  de  —S  on  remarquera 
que  les  formules  (23)  ne  contenant  que  le  diviseur  i)  —  L\m^m^, 

on  n'aura  dans  —  que  les  diviseurs 

6  —  4^  +  "^'»      80  — 4'w  +  w^      70  — 4"^-+- "^S  •■•1 
et  —  pourra  être  mis  sous  la  forme 

_  Mo  +  5  _    ^  _^        +  (6  —  4  m.  H-      Y       (  6  —  4  m  +  /?^•^ 
N,  N,  N, 

_|  î  1  :^   _|  Z  1-  •  ■  . 

3o  —  4 m  -\-  m"^      (80  —  4     +      )^      (80  —  4     +  )^ 


ainsi  que  cela  résulte  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions 
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simples  dans  le  cas  des  racines  imaginaires  ;  M,,  N„  . . .  désignent  des  polynômes 
entiers  en  m. 

Chez  Delaunay  et  de  Pontécoulant,  m  a  une  autre  signification;  en  l'indi- 
quant par  la  lettre  m, ,  on  a 


n 


Il       \  +  m 

Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  m  convergent  beaucoup  plus 
rapidement  que  celles  relatives  à  m,  ;  M.  Hill  a  remarqué  que,  si  l'on  introdui- 
sait une  quantité  îu.  définie  par  la  formule 


on  aurait  une  convergence  encore  plus  grande  relativement  à  rn.r,  mais  cet 
avantage  ne  subsisterait  pas  pour  les  coefficients  des  autres  inégalités  pério- 
diques. 

119.  11  nous  reste  a  déterminer     en  fonction  de  n  et  de  p.. 
Il  faut  substituer  les  expressions  (i5)  de  u  et  s  dans  la  première  des  équa- 
tions (a"),  ce  qui  donne,  en  remplaçant  ^-  et  ^  respectivement  par 

y'HT  2  ( 2  i  +  1  )  Ç^'^-'  et  - ^  (  2  /  +  1  eu  ' , 
"^^"  ^  =  2  I  (  2  i  +  m  +  1  )-  a,  +    ni'  ai  +  ^  ni'-         j  C'"^'  • 

On  aura,  en  comparant  les  termes  en  *(  dans  les  deux  membres  et  représentant 
par  J  le  coefficient  de  'C  dans  le  développement  de  > 


Or  on  a 

Il  en  résulte 

(35) 


X                       3    „  3 
-1  J  —  1  +  i  //i  H —  ni- -\  ni-  


"J(H-  niY 

L  II 

2'j2 

en  posant 

(36) 


cMAi'irm:  xiv. 


a  =  f      2  /n  -]  i  I  + 


Or  on  a,  d'après  (i5), 


On  en  déduit  immédiatement  que  J  est  le  terme  indépendant  de  t,  dans  le  dé- 
veloppement, suivant  les  puissances  positives  et  négatives  de  l,  de  l'expression 


[ 


«0  «n 


I  -H 


Il  5'_2 


Si  donc  on  pose 

_i 

r-  — -- 

les  coefficients  et  seront  très  faciles  à  calculer  par  la  formule  du  binôme, 
en  raison  de  la  petitesse  des  rapports        et  l'on  aura 


(37) 


1 

Les  formules  (35),  (36)  et  (37)  résolvent  la  question;  d'ailleurs  (^Y  n'est 
autre  chose  que  a.  On  trouve  ainsi 


(38) 


«0  =  0,99909  3i4i9  76298  a. 


En  remplaçant  a,  par  cette  valeur  dans  les  formules  (34),  on  en  conclut  les 
développements  périodiques  de 


-  cos(L  — — c)       et  de       -  sin  (L  ~  nt  —  e). 
M.  Hill  en  conclut  aussi  le  développement  périodique  de 

(39) 


A-^  -  ,7   ^  -    T.  )  ('  +  «0% 


qui  nous  servira  dans  le  Chapitre  suivant.  Il  emploie,  pour  y  arriver,  les  for- 
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mules  connues  d'interpolation  des  séries  périodiques;  donnant  à  t  les  valeurs 
o°,  i5°,  3o°,  . . .,  il  calcule  pour  chacune  d'elles  les  valeurs  numériques  de 

-cos(L  —  72/ —  s)  et  -sin(L  — Tiz — s),  d'après  les  formules  obtenues  ci- 

Cl 

dessus.  Il  en  déduit  les  valeurs  numériques  de  y.  et  de  ^  par  la  formule  (Sg); 
il  obtient  finalement 


(4o) 


=       I,  l'Oise  80211  7922.5 

4-  0,02623  36924  97860  CCS  2T 

H-  0,00026  i6533  5ooi2  ces  4^ 
4-  0,00000  24118  79799  ces  6t 
+  0,00000  00226  06861  CCS  8t 

+  0,00000  00002  08760  COSIOT 
+  0,00000  00000  01908  C0SI2T 

\  -4-  0,00000  00000  00017  cosi4t. 

On  peut  aussi  déterminer  analytiquement  les  coefficients  précédents  du  déve- 
loppement de  ^  suivant  les  cosinus  des  multiples  pairs  de  t;  mais  nous  ren- 
verrons, pour  ce  qui  concerne  cet  objet,  au  Mémoire  de  l'auteur. 


T.  -  III. 
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CHAPITRE  XV. 

RECHERCHES  DE  M.  HILL  SUR  LES  INÉGALITÉS  QUI  CONTIENNENT 
EN  FACTEUR  LA  PREMIÈRE  PUISSANCE  DE  e. 


120.  Ces  recherches  ont  été  publiées  séparément  en  1877,  et  reproduites  plus 
tard  dans  les  Acta  malhematica ,  tome  VHI.  Nous  partons  des  équations  {a") 
et(c")  du  Chapitre  précédent,  que  nous  écrirons  comme  il  suit  : 


u  I  du  dO, 

■1  m  y/—  i  ~j  2  —  =  o,        z  =  nt  -Jr  s  —  n'  t 


(A) 


> 

\lus 


d\s  I  ds         d^l  „        X  3m\ 


(B)  ^^_2i2z=-2C. 

dr  dx 

Soient  Mo  et  les  solutions  périodiques  de  ces  équations,  obtenues  dans  le 
Chapitre  précédent,  qui  ne  dépendent  que  de  t  et  des  moyens  mouvements  n 
et  7i'. 

On  aura  donc  identiquement 

dz^  *        dr  âuo  1 

Nous  supposerons  y  =  o,  e'  =  o;  nous  pourrons  évidemment  représenter  les 
intégrales  générales  des  équations  (A)  comme  il  suit  : 

u  —  Uq  -h  eF{z,  m,  e,  y.), 
s  =:So      ecf)  {z,  m,  e,  y.). 


(0 
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M.  Hill  emploie  la  forme 

/  dii^ 

u  =  Uq  —  e \/—  I  -j—  ç, 


OÙ  V     w  sont  des  fonctions  inconnues  de  t.  Il  en  conclut 

'  ds       ds^       dsl  ^'^  ^     ^  (^T       dSf^dUf^^^^     ^  dT  ^^^j» 

où  (£0)  désigne,  d'une  manière  générale,  des  termes  contenant  e-  en  facteur. 

Substituons  les  valeurs  (i)  et  (2)  de  u,  s,  ù,  ^ ,      dans  les  équations  (A) 

et  (B)  qui  doivent  avoir  lieu  quel  que  soit  e;  les  termes  indépendants  de  e  se 
détruisent  en  vertu  des  formules  (Aq)  et  (Bo);  en  égalant  à  zéro  les  termes 
multipliés  par  e,  il  vient 


d'^v—  dv^ 

dx  I   dx  dun  dso 

d^w^^'^  dw'^^^ 

dx  I   dx  duf.  d'^^ia  dsr,  d'^'Q.n 


2  m 


^  ✓-/'?■  /~ifr*      y^//      y^o  ' 


\     dx'^  dx  dx    âul  dx  du^  ds, 

du.       dx      dsn       dx  da^  àQ,r,  ds^ 

(B  -7^—7  ^^—^  2V^-T^   2W-y^-^—0. 

dx      dx         dx     dx  dx  ou^  dx  asn 


Or  on  tire  de  (Ao) 


d'où 


d"^  Uf,  I  duç.  dO^n 

-—5  —  _  2  772  V/—  I  -r^  +  2  — 

dx'  dx  osq 

d^  Sq  I  ds^  {?i2o 

dx^  ^        dx  oUq 


d^Ur,  1  (i^«n        /  d^^n    dur.      d^Q-n  ds, 


dx^  dx^         \  âuo  ôSq  dx  âsl  di 

d^Sn  I  d'^Sc,         f  d^^n  dun  à'^^n  dsr, 

-r~  =  +  2m*/—  f   '  -u  o  /   -  », 

dx' 


dx'^       "  \  dul    dx  ôliq  ôSq  dx  J 


Ces  relations  fournissent  les  valeurs  de         -t^>  —7^'  -j-ê  en  fonction  de 

HT-         HT'-         riT^  rlT° 


276  CHAPITRE  XV. 

^5  de  ~  et  de  quantités  connues.  Si  on  les  porte  dans  (A')  et  (B'),  on 
trouve,  tous  calculs  faits, 


(A") 


d'^v  du^        dv  (         I  diiQ        dQ.\        ,  ,  ds.  d^'^o 

diiQ  d^^^Q  

dz    dul  ~  ' 


)  d^  w  dso        dw  (  ,  dsç,         d^o\  , 

\-d^-d.^^-dA  '"^-^-^-f+^-^-^j-^^^^-^^) 


dx        dx    dx  \dx   ds^        dx  ÔiIq  dx    dx  ' 

On  voit  ainsi  apparaître  les  combinaisons  ^  —  w  Q,iv  +  w. 
121.  On  est  conduit  à  poser 

(dur.  ds. 


\  à%  _  du^  _  ^^^^  ,-—  _  ^  /- 
\  dx   dso       dx  ôuq  ^  ^ 


On  trouve,  en  remplaçante  et  w  respectivement  par 

Pjtf  et 
2  2 

dans  les  formules  (B")  et  (A")  : 
(4)  +2aAv/=^=:o, 

du^   12  2cr^^" 
2  dx  \dx'    '   dx' J  '  \dx   '  dx  J  \         ^     '  dx  ds.  )      '    dx  dsl 


H^P 

dx 

dp 

drr\ 

dx 

+ 

dp 

d(T\ 

dx 

~  d^J 

L'élimination  de  ~  entre  les  deux  dernières  équations  donne 

(5)  H  ^  +  .Av/-Î^  +  ,  +  J^Ji?.  *i  ^         ^\  ,  ^  o, 

«T-  dx         dx   dx        \  Oa-Q    dx-       du]   dx^  J 

OÙ  l'on  a  employé  la  relation 

d^lf^  _  i)£2o  dsQ  duo 
dx        dso  dx      ôiIq  dx 

L'équation  (Bq)  donne  d'ailleurs 
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En  éliminant  $  entre  (4)  et  (5),  il  vient,  en  ayant  égard  à  (6), 

On  tombe  ainsi,  pour  déterminer  a,  sur  une  équation  linéaire  du  second 
ordre,  sans  second  membre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  périodi- 
ques de  T,  ainsi  que  cela  résulte  des  formules  qui  donnent  et  en  fonction 
de  T. 

122.  Pour  faire  disparaître  le  second  terme  de  l'équation  (C),  M.  Hill  pose 

W 


d'où 


En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (C),  on  trouve 


+  0W  =  o, 


OÙ  l'on  a  fait 


(E) 


2  /â^^lo  dul 


d'^o  dsl 


dsl  dx^ 


) 


+ 


1  ^ 

4lP  dx"' 


nï  dx'- 


L'équation  (4)  donne  d'ailleurs 


Enfin,  en  réunissant  les  formules  principales,  nous  aurons 
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Le  problème  dépend  donc  entièrement  de  la  considération  des  équations  (D), 
(E),(F)et(G). 

123.  Transformation  de  la  quantité  0.  —  On  a,  par  la  formule  (Bo),  et 
en  vertu  de  la  définition  de  H, 

dz       âuQ   dz       dfo   dz       2  dz  ' 


2  dz^'     '  diil    dz'        ds\   dz^  du^  ds^      duo   dz^    '    âs^  dz-  ' 

on  a,  en  vertu  des  équations  (A^), 

dHio  d^_         /—  fd^  dso  _  d^,  du,\         d^,  â^o 

du,    dz''   ^  âs,   dz^  -  ''""^        [àso   dz       du,  'dz)  ^^^dir,  "d^- 

La  définition  (3)  de  A  donne  d'ailleurs 

En  élevant  au  carré  les  équations  (7)  et  (10),  et  les  retranchant,  il  vient 

la  relation  (9)  donne  ensuite 

â^lo  dHio     â^o  dH,       i   dW      I  ,    „  , 

^  ^      4H  ^  +  H         +  ^)  -  ^''^("^H  +  A), 

d'où,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

Portons  enfin  dans  l'expression  (E)  de  0,  et  nous  obtiendrons 
2A^       I    dm        d^^,         i    dR^  _^  ^ 

En  remplaçant  par  -^y^^  +  3wM,  il  vient 

2H  dz^  f/T^  " 
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On  a  ensuite,  par  la  définition  (3)  de  A, 
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\dso   az       dUo  dx 


d'où,  en  remplaçant  ^  et       par  leurs  valeurs  (Bo), 


H  -  W- 


d'^  dsQ  d^  ^0  diiQ 
dx^    dz       dz''-  dz 


moyennant  quoi  l'expression  (ri)  pourra  s'écrire,  si  l'on  remplace  en  même 

,  du^  dso 

temps  H  par  '■ 


On  a  identiquement 


ce  qui  permet  d'écrire  finalement 


d'^  f diiQ  dSf) 
I  dz^  \  dz  dz 
duo  dsg 
dz  dz 


0 


(H) 


1  d  I  dz- 

2  dz\  duQ 


d^Sr, 


124.  On  a  vu,  dans  le  Chapitre  précédent,  comment  on  efTectuc  le  développe- 
ment de  ~  suivant  les  cosinus  des  multiples  pairs  de  t.  Pour  les  autres  parties 
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Cp  Un  d-  5o 

de  0,  il  suffira  de  développer         et         posons  donc 


1 

diiQ 

dx 

d^  ^0 

I 

ds^ 

dx 

En  portant  dans  ces  formules  les  valeurs 
il  vient 


d''  »c 


(i3)   =:   yu,ç2'  =    ..       ,  . 

Si,  dans  la  seconde  de  ces  relations,  on  change  '(  en  et  qu'on  la  compare  à 
la  première,  on  en  déduit 


d-  <<o 
I  ~d^ 


^_  I  duQ 
dx 

I  dx 


2  U/C^S 


dx 
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et 


(i5) 


d'so  \ 

dz'- 

dsQ 

^  dz 

d^  / 

d^  Uq 

d'so\ 

Hz'' 

dz^ 

duo 

dso 

ciz 

d^  1 

Il  suffit  donc  de  calculer  les  U,.  Si  l'on  pose 

(l6)  =  (2/-M)«,-, 

la  formule  (i3)  donnera 
2;  (2.-+  I)  ^''•^''')  (2  ^r^;  /'/-y  ^'wUyC'", 


d'où,  en  égalant  les  coefficients  de 

(17)  {ii+i)hi^^hi^j\}j. 

i 

Il  est  facile  de  prouver  que  Uo  =  i  ;  on  a,  en  effet,  en  partant  de  (12), 

d^  Uq 

Uo=  '-7=--    I  -^dz; 


271  \/  —  I     I  '^^'0 

dz 


l'intégrale  indéfinie  est 

Si  donc  on  pose 
il  viendra 


,     duç,  /da^o  I  


Uo=- — ^.[iogR+4.^-i]r 

271  V —  I 

Or,  quand  t  augmente  de  271,  x^,  redeviennent  les  mêmes;  donc 

aussi  R,  logR,  sin'li  et  cos'|;  donc  ^  diffère  de  sa  valeur  initiale  de  271,  ou 
4îc,  . .  •  ;  mais  ^  est  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  Ox. 

Cette  courbe  diffère  peu  d'un  cercle,  et,  quand  on  revient  au  même  point 
T.  -  III.  36 
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après  avoir  parcouru  toute  la  courbe,  ']j  a  augmenté  de  271.  On  aura  donc 

Uo=  ^=     \/ —  ifo""  —  l  . 

27ï\/  —  l 

Pour  j  =  o,  le  second  membre  de  l'équation  (17)  devient  égal  à  /^^Uo  =  /i^; 
cette  équation  peut  donc  s'écrire 

(18)  2ihi=^h,-^jl]j, 


OÙ  l'on  ne  doit  plus  donner  à  J  la  valeur  o.  D'après  leur  définition  (16)  et  ce 
que  nous  savons  de  a,,  les  quantités  h+i  diminuent  rapidement  quand  l'in- 
dice i  augmente.  Gela  posé,  la  formule  (18)  donnera,  en  attribuant  à  i  les  va- 


—  1,0,- 

-M,  H- 

'  2, 

...4-  U. 

-2  +  h_ 

+  A- 

-3U 

+  /«- 

-4U2  4- 

. .  .  =  —  4A_2, 

.  .  .+  /iiU. 

-2  + 

+  A. 

-2U1 

+  A_ 

...+  /i2U. 

-2+  /<i 

2U2  + 

.  .=  0, 

-2  +  /'2 

Ui 

1U2  +  . 

..  =  -+-  2  hi, 

-2  +  fh 

u_ 

-h  h, 

+ 

U2  + 

.  .  =  +4/^2, 

on  a  supposé  «0  =  '  >  et  par  suite     =  i. 

On  résoudra  ces  équations  par  des  approximations  successives  :  la  deuxième 
et  la  quatrième  donnent  d'abord  à  peu  près 

en  transportant  ces  valeurs  dans  la  première  et  la  cinquième,  il  vient 

U_.2=2Alj    4A_2- —  2^1  A_3, 

U2  =4^2  ■—2h\  -+-2/i_ih3; 

on  en  conclut  aisément  des  valeurs  plus  approchées  de  U_,,  U,,  U_2,  Uo, 

U_i  — —  2(A_,H-  Al  A_2+  Ail  Al  +  .  •  •)» 
Ui  =;+2(Ai  +  A_iA2H- Af  A-i-h. .  .)> 

U-2  =  


On  portera  ces  valeurs  dans  les  relations  (i5),  après  quoi  la  formule  (H) 
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donne  à  M.  Hill 
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(  I)  +  W(i,i58844  — o>i  i4o88  C0S2T  —  0,000766  cos4t  —  0,00001 8 cos6t+  ...)  =  o. 

On  tombe  ainsi  sur  l'équation  de  Lindstedt  généralisée.  On  peut  l'intégrer  en 
se  reportant  au  Chapitre  II  :  W  se  développera  en  une  série  de  cosinus  d'argu- 
ments que  l'on  obtiendra  en  ajoutant  aux  termes  de  la  série 

o,      =b2T,      ±4t,  ... 

une  même  quantité  [xt  h-  ^. 

Si  l'on  se  reporte  aux  formules  (F)  et  (G),  on  voit  que  les  développements  de 
p,  G,  V  et  w  sont  de  la  même  forme  que  celui  de  W.  On  a  ensuite 

et  l'on  sait,  par  les  formules  (i5)  du  Chapitre  précédent,  que  Uq  et  5o  s'expri- 
ment à  l'aide  de  séries  où  ne  figurent  que  les  multiples  impairs  de  t.  On  en 
conclut  que  les  différences  u  —  u^,  s  —  s^,  et  par  suite  ce  —  x^,  y  —  y^,  sont  de 
la  forme 

^2°^  co"s  [f^^  +  ^  +      +  Ot^]- 

Or  les  formules  (11)  du  Chapitre  XIV  donnent,  en  négligeant  e',  y  et  e'*,  et 
faisant,  en  conséquence,  /  =  k  —  o,  j  =1  : 

—  ^oH-        a)b  cos[(2  i+i)x  ±  cp]. 
En  comparant  les  deux  expressions  de    —  x^,  on  trouve 


Or  on  a,  n°  115, 


do  dw 

-y-  —  n  r-  ! 

dt  dt 


où  ^  représente  la  valeur  moyenne  de  la  vitesse  du  périgée,  quand  on  néglige 
dans  cette  vitesse  e%  e'^  et      On  a,  d'autre  part, 
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II  en  résulte 

dz      do  dm 
^dt  =  -tt^''-lû=^^"-"^^ 

I  dm    jU,  |j. 


— I  ■          z=  I  —  c,  C=:   , 

Il  dt  1 4-  m  \  -\-  m 


c  a  la  même  signification  que  chez  Delaunay,  sauf  qu'on  y  fait  e-  =-  é-  =  ^-  =  o. 
M.  Hill  a  trouvé,  en  partant  de  l'équation 


du  Chapitre  II, 
d'où 


sin^  -  u 

 ''—^t. 

sin^  -  q 
2  ^ 


jUL  =;  I  ,07  l58  82774  16016, 
^  :zz:  0,00867  26780  04864. 


Il  estime  que  les  treize  premières  décimales  de  ^  ^  sont  exactes,  les  deux 

dernières  restant  seules  incertaines  (cela  suppose  exacte  la  valeur  adoptée 
pour  in). 

Les  huit  termes  calculés  par  Delaunay  (en  m\,  m\,  . . .,  m])  donnent 

1  dm 

ndF=  «'0<^^i9  6429 
H-  294  2798 
+  99  5700 

H--  80  3577 

+  9  1395 

-h  2  8800 

+  9886 
+  3468 


=    0,00857  i5o3 


Le  quatrième  chiffre  significatif  est  donc  inexact,  et  l'erreur  relative  de  la  valeur 
^  déterminée  par  Delaunay  est  environ         Le  calcul  très  simple  du  Cha- 
pitre VIII  nous  avait  donné  seulement 
On  voit  que  la  partie  la  plus  importante  de  ~,  celle  qui  est  indépendante  de 

e-,  e'^  et  y-,  est  maintenant  connue,  grâce  aux  recherches  de  M.  Hill,  avec  une 
précision  qui  ne  laisse  plus  rien  à  désirer. 
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M.  Hill  a  exprimé  l'opinion  que  le  mieux  à  faire,  dans  la  théorie  de  la  Lune, 
c'est  de  déterminer  successivement  les  inégalités  qui  contiennent  en  facteur  e", 
e,  e^,  e' ,  ee  ,  c'est,  en  somme,  la  méthode  d'Euler.  Elle  réussit  très 
bien  dans  les  deux  cas  considérés  dans  ce  Chapitre  et  le  précédent;  il  me 
semble  que,  plus  loin,  on  rencontrerait  des  complications  tenant  à  la  présence 
de  e^,  e  -  et  y'^  dans  les  quantités  c  et  g. 
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CHAPITRE  XVI. 

TRAVAUX  D  ADAMS  SUR  LA  THÉORIE  DE  LA  LUNE. 


125.  Recherches  d'Adams  sur  le  mouvement  moyen  du  nœud  {Monthly 
Notices,  t.  XXXVIII,  p.  45-49)-  —  L'équation  {b)  du  Chapitre  XIV  est 


d^z      f  y. 


en  posant,  comme  précédemment, 

{n  —  n' )  t  -\-  &  —  &'  =  z, 

il  vient 

d^z 


{n  —  n'Y  "~  ' 


Cherchons  les  inégalités  de  z  qui  contiennent  y  en  facteur,  sans  e  ni  e' ;  la 
formule 

,.2  _  ^2  _^  ^2  ^2 

donne,  en  négligeant  y^, 

On  peut  remplacer  x  et  j  par  leurs  valeurs  indépendantes  de  e,  e'  et  y,  telles 

qu'on  les  a  trouvées  dans  le  Chapitre  XIV,  et par  sa  valeur  (40),  page  278; 

on  aura  donc,  pour  déterminer  les  inégalités  en  question,  une  équation  de  la 
forme 

(0  -h  z{g^  -i-  2gi  C0S2T  +  2^2COs4t  +  .  .  .)  =  o; 

c'est  l'équation  de  Gyldén-Lindstedt  généralisée.  On  sait  que  son  intégrale  gé- 
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nérale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

;  =  +oo 

la  constante  h  est  déterminée  par  l'équation  transcendante 

sm^  -  h 

sin^  —  a 
2 

A  désignant  un  déterminant  infini,  composé,  comme  on  l'a  vu  au  Chapitre  IV, 

avec  g,  qi,  q^,  Les  rapports  y^'V'T''  "'  dépendent  aussi  de  q,  q^,q^, ... 

et  de  A;  ils  sont  réels  si  h  l'est  lui-même,  et  c'est  le  cas;  reste  arbitraire,  et 
l'on  a  la  solution 

En  supposant  réel,  et  prenant  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \/—  i,  on 
a  deux  solutions,  que  l'on  peut  réunir  dans  la  formule 

z  —  hç^'s>m.{hx-\-'^)^h^  sin (At  +  4*  +  2t) -h       sin (At  H- +  4^)  + .  .  . 

H-  6_i  sin(AT  +  tj;  —  2t)  4-  6_2  sin(/iT  H-  4'  —  4t)  + . . . , 

OÙ  désigne  une  constante  arbitraire;  c'est  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion (1). 

D'autre  part,  quand  on  fait  e  =  e'  =  o,  j  =  j'  =  k  =  o,  et  qu'on  néglige 
dans  la  troisième  des  formules  (ii)  du  Chapitre  XIV,  on  trouve  pour  z  une 
expression  de  la  forme 

c     Bo  sinv]  H- Bi   sin  (y)  +  2t)  +  B2  sin  (y]  +  4t)  H- ■  •  . 

H-  B_i  sin(yi  —  ix)  +  B_2  sin(Yî  —  4^)  +.  .  .; 

Y]  =  m  +  £  —  Çi  désigne  la  distance  moyenne  de  la  Lune  à  son  nœud  ascen- 
dant. 

En  comparant  les  deux  expressions  de  z,  il  vient 

hT      ^  =  h{n  —  n')t  -\-']^x  =  ri, 

d'où 

—  =  ng  —  h{n  —  n'), 
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OÙ  ^  a  la  signification  ordinaire.  On  connaîtra  donc  g  quand  on  aura  calculé  h. 
Adams  a  trouvé  ainsi 

^  =  1,00899  91618  46592. 

Delaunay  a  obtenu,  en  s'arrêtant  au  terme  en  m\  pour  la  partie  de  g  qui  est 
indépendante  de  e,  e  et  y, 

g~      T, 00000  OOOOO  O 

+       419  64258  6 

—  'I  77117  9 

—  6  67712  I 

—  I  12028  4 

—  i42o3  4 

—  1479  o 
g—    1 ,00899  91722  8 

On  voit  que  la  huitième  décimale  est  déjà  erronée;  néanmoins,  l'erreur  relative 
n'est  que  de  .-jnrôïïïïî  ^lle  est  bien  moindre  que  dans  le  cas  du  périgée. 

On  voit  que,  grâce  au  travail  d'Adams,  la  partie  principale  de  g  est  obtenue 
maintenant  avec  une  approximation  qui  ne  laisse  rien  à  désirer. 

126.  Théorème  remarquable  d'Adams  {Monthly  Notices,  t.  XXXVIII,  p.  460- 
472). 

La  partie  non  périodique  du  développementy^W  de  y  si  l'on  n'a  pas  égard 
aux  termes  qui  contiennent  en  facteur  des  puissances  de  ^>  est  de  la  forme 

OÙ  nous  supposons  e  et  y  définis  comme  chez  Delaunay.  Les  coefficients  A,  B, 
C,  . . .  sont  des  fonctions  de  e"- , 

A 
B 

C 

enfin,  les  coefficients  A,,  B,,  Q  sont  des  séries  développées  suivant  les  puis- 
sances de  m.  Plana  a  constaté  que  B^  et  Cq  étaient  nuls,  en  tenant  compte  des 
termes  en  et  m^;  de  Pontécoulant  a  fait  la  même  constatation  en  ayant 
égard  aux  termes  en  m"  et  m'\  Adams  a  pensé  que  la  chose  est  générale,  et 
il  a  réussi  à  prouver,  non  seulement  que  Bo  et  Co  sont  nuls,  en  tenant  compte 
de  toutes  les  puissances  de  m,  mais  qu'il  en  est  de  même  de  B<,  Bo,  C,, 
C2,  . . . ,  de  sorte  que  l'on  a  identiquement 


=  Ao+ Al  e'2  +  A2e'*  +  .  .  ., 
=  Bo+Bie'2+B2e'*  +  .  .  ., 
=  Co  +  C,  e'^+C^e'' 


B  =  o       et       C  —  o  ; 
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c'est  la  première  partie  de  son  théorème;  ainsi,  les  termes  en  e^e'^/'  et  en  y^e'-'' 
manquent  dans  la  partie  constante  de  y  Voici  la  démonstration  remarquable 
qu'il  en  a  donnée. 

Soient  x,  y,  z,  r;  x\  y',  o,  r'  les  coordonnées  de  la  Lune  et  du  Soleil;  on 
a  vu,  au  commencement  du  Chapitre  XIV,  que,  si  l'on  néglige  les  termes  qui  don- 
neraient naissance  aux  inégalités  parallactiques,  on  a  les  équations  différen- 
tielles 

;    W2  ^  ..  ^  ,,'  ^  ,•'  ,y-' 

i   ai'         I  ~         I  '  I  ~ 

(0 


3  [j.'  x' 

d'y 

,  F-y 

d'-z 
'dë'  ' 

=  0. 

[  dt'' 

IXXa 

3  fjt.'^' 

]  d^A 

_  3f^y 

1 

~|  3 — 

""7F  - 

0. 

\  dt^ 

Désignons  para?,,  y,,  z^,r^  =  ^jx]  -^y\  -\-  les  coordonnées,  pour  la  même 
époque  t,  d'une  lune  fictive  soumise  à  la  même  attraction,  mais  avec  des  don- 
nées initiales  différentes.  On  aura 


(2) 


On  forme  aisément  les  combinaisons  suivantes 

d^Xy  d^'x        d^Yi  d^  y 

.  /  I         1  \ 

=1  o, 

^d^-Zi  d^ z    f  i  1 

qui  peuvent  s'écrire 


_  d-^z 

~dë 

dt'     ^'dt'  '  ^^-^Ih  "h)-^' 


(3) 


,  ,  I       i\      d  f    dx       dxi        dy       ^r,        dz  dz, 

F{^^.  +yy.+-^ù  [-.-T^)^dt        -""dl      -dt  -y-dF      dt  -  '-ITt 


1  ' 
I  I 

1 


d  f     dz  dz 


\  ^^^'\7\~  r'^)^  dtV'  dt      ^  dt 

Les  expressions 


et 


I  I 
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sont  donc  les  dérivées  de  fonctions  qui  sont  évidemment  développables  en  sé- 
ries de  sinus  ou  de  cosinus  d'arcs  de  la  forme     4-  (3,  car  il  en  est  ainsi  de  x, 

doc 

y,  z,x^,  . . .,  — ;  •  ■ .;  par  suite,  elles  ne  renfermeront  pas  de  partie  constante.  On 
a  d'ailleurs 

•^•^i  +  /7i  +  -i  =  M2^/-i  +  (/-- A-,)^-(57-^0'-(7-.y.)'-(^--i)'], 


/■i  r 


d'où 


(4)         -3  -1 


rr, 


Donc,  si,  relativement  à  une  certaine  quantité  petite,  les  différences  x  —  œ,, 
J  —  Jn  ^  —  ^1»  et  par  suite  ~r  —  j.^  sont  du  premier  ordre,  alors  l'expression 

sera  forcément  au  moins  du  troisième  ordre.  Cette  conclusion  s'applique  aux 
coefficients  de  chaque  sinus  ou  cosinus  de  y.t-h  [3  et  à  la  partie  non  périodique 
de  l'expression  précédente.  Or  on  vient  de  voir  que  la  partie  non  périodique  de 

(^^i-^yfi--^-  ^^-i)        -  jr^  est  nulle;  il  en  résulte  que  la  partie  non  pério- 
dique de  ^  —  ^.  est  au  moins  du  troisième  ordre  de  petitesse. 
D'après  les  formules  du  Chapitre  XIV,  on  peut  écrire 

/  X  =-  a  cos { nt  -Jr  e)  —  i>  sin  {nt  -h  e), 
^  ]  y  ~  u  sin  (nt -h  s)  +  ç  cos{nt -+  s), 

J  UiCOs{nt  +  e)  —  (^isin  {nt  -\~  e), 

\  yi  =  Uisin  {nt  +  e)  -h  ('iCos(/?^  -+-  s). 

Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  les  éléments  a  et  £,  et  par  suite  n, 
sont  communs  à  la  Lune  réelle  et  à  la  Lune  fictive  (on  ne  fera  même  porter  les 
différences  que  sur  les  éléments  e  et  y)  ;  c'est  ce  qui  a  permis  d'écrire  dans  les 
deux  dernières  formules  ni  +  z,  et  non  pas  n^t  +  £,.  On  a  ensuite 

{œ-.x,y'-^{f~y,y={u~  u,  y+{v~  (.',  )^ 
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Donc,  dans  l'application  du  principe  précédent,  on  pourra  remplacer,  dans 
l'équation  (4),  la  quantité 

par 

{r-r,Y-{u-u,Y-{v-^\Y-{^-z,Y' 

Les  développements  trigonométriques  de  a?  et  7  contiennent  cinq  arguments, 
tandis  que  ceux  de  u  eiv  n'en  renferment  que  quatre.  D'après  les  formules  (10) 

du  Chapitre  XIY.  ^  (^nous  dirons  désormais  ^  pour  abréger^  et  u  sont  dévelop- 

pables  en  séries  de  cosinus  d'arcs  de  la  forme 

±ycp  ±j'  (s^'  ±zikr\; 

V  contient  les  sinus  des  mêmes  arcs;  ^  tient  désormais  la  place  de  t.  Chaque 
coefficient  est  le  produit  de  e^e'^'y^*  par  une  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances de  m,  e^,  e'^  et  y'-  La  coordonnée  z  se  développe  en  une  série  de  sinus 
d'arguments  tels  que 

2     ±  jo  ±j'(sji' ±  (2  A:  +  i)y)  ; 

chaque  coefficient  est  le  produit  de  e'J'-^^''+^  par  une  série  procédant  suivant 
les  puissances  de  m,  e%  et 

127.  Ces  préliminaires  posés,  admettons  que  ce,  y,  z  répondent  aux  valeurs 

e  =  o,       y  =  o, 

oc^,y^  et  s,  correspondant  à 

e>o,       y  —  o. 

Il  en  résulte  z  =  z^  =  o;  i]  ne  figurera  pas  dans  les  arguments,  et  —  sera  de  la 
forme 

(6)    y  =^  (<^o  +  X^e^-  +  A,^e'*  +  .  .  .)  cos(2     ±: y' 9')  +^'\)be^'  cos(2«4  ibytp  ±y' 9')  ; 

dans  cette  formule,  /  est  essentiellement  différent  de  zéro,  puisque  nous  avons 
mis  à  part  les  termes  dans  lesquels  y  =  o.  En  faisant  dans  la  formule  précé- 
dente e  =:  o,  on  aura  la  valeur  de 

il  en  résulte 
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On  aura  des  résultats  de  même  forme  pour  les  différences  r  —  r, ,  u  —  u^  et 
v  —  v^,  en  changeant,  au  besoin,  les  cosinus  en  sinus.  La  formule  (4)  donne 
maintenant 

3  fois  la  partie  constante  de  f  ^  —  ^- 


I  I 


=    part,  const.  de  ri\ 

+  part,  const.  de  |  |(^^  -  J;)  [(/■-/■,)'—  («  -  "0'—     -  <^i)']  [777  +  (7;  "  7-)  ]  [  ^ 

il  en  résulte,  d'après  la  formule  (7)  et  les  formules  analogues  relatives  à  u  —  Ut 
et  V  —  i^f,  que  la  partie  constante  de  (^j^ —      contient  au  moins  le  facteur  e^. 

Or  les  parties  constantes  de  ^  et  ^  se  déduisent  de  l'expression 

A  +  6^2+  Cy-+Ee*+  2Fe2y^4-  Gy*  +  .  .  .  , 

en  y  remplaçant  par  zéro,  d'abord  y,  et  ensuite  e  aussi;  la  partie  constante  du 
développement  de  —  —  -  sera  donc 

(A  +  Be2  +  Ee^+.  .  .)  -  A  =  Be'-  +  Ee*  +  .  . . . 

Puisque  cette  expression  doit  contenir  au  moins  le  facteur  e%  on  doit  avoir 
B  =  o,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  e'  et  de  m;  il  en  résulte  donc  bien 

B,  =  B,  =  ...  =  o. 

Pour  prouver  que  l'on  a  G  =  o,  il  suffit  de  reprendre  les  mêmes  raisonne- 
ments, en  faisant  jouer  à  y  le  rôle  de  e,  et  vice  versa.  On  supposera  donc 

e  =:  G,       y  =  O,       dans    ^,  /,  z, 
e  —  o,       y<o,         dans  ^i,/i,Si. 

On  trouvera 

^  =2  (  ®o  +  ©1  y'  +  ^2  y'  +  •  •  •  )  COS  (2  i I  d=,/>'  )  +2  ®  y2/'-  COS  (  2  il  ±  f  cp'  ±  2  A- Y]  ) , 

dans  cette  dernière  formule,  k  est  essentiellement  différent  de  o;  -^^ — -  con- 

r\  r 

tient  donc  le  facteur  y-,  et  il  en  sera  de  même  des  différences  r  —  r^,  u  —  w, 
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et(;  — ç;,.  On  a  d'ailleurs  z=^o,  et  contient  le  facteur  y.  La  formule  (4) 
donne 


3  fois  la  partie  constante  de  ^  ^ 


(8)    I  part,  const.  de  n\  (^y  — 

I        +  part,  const.  de  j  ^  (7^  -  7)  [{r- r,Y- {u^  u.y— -  v,Y~z\]^^^  -l-  (^^^  -  ^.j  J  |  ; 

la  première  portion  du  second  membre  contient  le  facteur  f,  et  la  seconde  f. 
Or  la  partie  constante  de  ^  —  ^  est  égale  à 

(A  +  Cy'--t-  Gy*  +  .  .  .)  --^  =  Cy'+  -  •  •  • 

On  a  donc  identiquement  C  =  o,  et  par  suite 

Cl  —  C2  = . .  •  =  o  ; 
la  première  partie  du  théorème  d'Adams  est  ainsi  démontrée. 
128.  Adams  a  trouvé,  par  ses  calculs  directs, 

16  128 
F  —      m^-}-  7?^^ 

ID 

G=:  —  771^+   I  m'; 

il  n'est  pas  allé  plus  loin,  parce  que,  dans  Ee'' +  2Ye^f -h  G-(\  il  aurait  fallu 
déterminer  des  quantités  du  huitième  ordre;  celles  du  septième  sont  déjà  diffi- 
ciles à  former. 

On  a,  d'autre  part, 

/    3    ,      27     ,\  d-n 


675 

'  64 

3  „ 

.89 

2 

32 

ou  bien 

(9) 


i  ^=ri+...4-Me'-  +  Nf, 
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en  posant 


"~8"^  ^  64"'" 

2  ,12 


On  peut  écrire 


63 
i6 


3/       „  63 
m 


2 


2  \  i6 

3 


2 


K  = 

6m^  H 

189 

8 

N  = 

3  2 

 - 

2 

16 

=  6E  + 

=  6F  4- 

.  .  .  , 

=  ?F  + 

2 

m}  1 

2 

On  a  donc  les  égalités  approchées 

(10)  H_K  M_N 

E  ~  F'       F  -  G" 

Adams  a  démontré  qu'elles  sont  rigoureuses,  et  c'est  la  seconde  partie  de  son 
beau  théorème. 
Donnons  k  x,  y,  z  les  valeurs  qui  répondent  à 

e>o,  y-o, 

et  à  a;,,  j,,     les  valeurs  qui  répondent  à 

e  =  ei>o,  y<o. 

Nous  déterminerons  y  par  la  condition  que  tp,  et,  par  suite  c,,  soit  le  même 
dans  les  deux  cas,  ce  qui  nous  donne,  en  vertu  de  la  première  relation  (9), 

d  où 

ainsi,  y^  contient  le  facteur  e  -  e,.  Le  développement  de  -  est  de  la  forme 

1 

,r  =2  ^       +  «î^i"  y'  +  .  •  •  ]  COS  (  2  i  I  ±j  9  +y'  9')  y^/c  ^os  (2    db  />  ±y>'4-  2  /^rj  )  ; 

est  essentiellement  différent  de  zéro.  On  en  déduit,  en  remplaçant  y  par  o, 
e,  par  e,  c[''  par  C^,  sans  toucher  à  ^,  9,  cp',  e',  m, 

7.  =2]'^oCOS(2/^±y9  ±/9M, 
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d'où 

-  ^,  =  2  [  C  V  -  <î:o  +  C        +  •  •  •  ]  CO  S  (  2  ^  ^  ±  y>  ±  y  '  9'  ) 
+  2       y^A-  cos  (  2  i ^  ±y  cp  ±/  9'  ±  2  A' Y]  ) , 

c'o"  ~  Co  =  ©(e^)  -  ©(e^)  contient  le  facteur  e  —  e^^,  tous  les  autres  termes  de 
la  formule  précédente  renferment  le  facteur  donc  aussi  e  — e,,  d'après  la 
formule  (i  i).  On  peut  donc  dire  que  les  quantités 

I  I 

 )    /■  —  /"i,    u  —  u,    et      —  Cl 

j\  r 

contiennent  toutes  e  —  e,  en  facteur.  Or,  si  l'on  se  reporte  à  la  formule  (8),  on 
voit  que  toutes  les  expressions 

renferment  le  facteur  (e  —  e^  )^  Quant  à  l'expression 

elle  contient  le  facteur  (e  —  e^  )Y^  ou  bien  (e  --  e^)-,  d'après  la  relation  (i  i). 

Donc,  en  résumé,  la  partie  constante  de      — contient  le  facteur 

{e  -  e^y',  mais,  comme  cette  partie  constante  ne  dépend  que  des  puissances 
paires  de  e  et  e,,  elle  devra  renfermer  le  facteur  (e^  —  e\y.  Or  on  a 

—  =  A  4-  2¥e\y''-  +  Çty''  + .  .  .  4-  des  termes  périodiques, 

ou  bien,  en  vertu  de  la  formule  (i  i), 
I  2FH 

d'où 

-  =  A  4-Ee*  +  .  .  .  . 
r 

On  en  conclut 

1      j  ,  2FH  GH^ 

 ~V.{e\~  e'')  -^  —  e\  {e^- —  e\)  +        (e^  —  e\Y ..+  des  termes  périodiques. 

La  partie  constante  doit  être  divisible  par  (e^  —  ej)^  ;  il  doit  en  être  de  même  de 
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On  en  conclut 

2'Eel  Y7~  ^1  =  o, 

Jv 

H  K 

E  ^  F' 

la  première  des  relations  (lo)  est  ainsi  démontrée. 

129.  Donnons  maintenant  k  x,  y,  z  les  valeurs  qui  répondent  à  e  —  o  et 
Y^o,  et  à  ^r^,  J^,  ^^  les  valeurs  qui  répondent  à  e^o  et  y  =  y,  <o.  Détermi- 
nons e  de  façon  que  y]  et  par  suite  g  soit  le  même  dans  les  deux  cas;  nous 
aurons,  en  vertu  de  l'expression  (9)  de  g, 

d'où 

contiendra  donc  le  facteur  y^  --y^  On  aura  pour  -  un  développement  tel 
que 

=  y  [g'„i)+g'ji)e2^...]cos(2/H±/cp'±2A:Y)) 
-\-  ^  ^(•''^  eJ  cos(a  il  ±  J  (Sji  ±j'     ±  2  kr\)  \ 

j  est  différent  de  zéro,  puisqu'on  a  mis  à  part  le  terme  qui  correspond  à  j  =  o. 

Les  coefficients  Q  et  /)  sont  des  fonctions  de  y^.  En  remplaçant  y,  par  y,  fai- 
sant e  =  o,  remarquant  que  y]  ne  change  pas  et  désignant  par  (j'o  ce  que  devient 
on  trouve 

j.=^Qo  cos{2il±J'c^'  ±2kn), 

puis 


^  /jO'jgy  cos(2  i|  ± ycp  ±J'<^'  ±2kn). 


2_  v2 

I        n  • 


Tous  les  termes  du  second  membre  contiennent  e  en  facteur,  à  l'exception  de 
la  portion  gj,^'— (jo  =  <ï)(y;)  —  $(y2)  qui  contient  évidemment  le  facteur  y 
Voyons  ce  qui  arrive  pour     ;  on  pourra  écrire 

=  t~CÔ'  +  -C!î'^'  +  ---]sin[2/^±/9'±(2A  +  i)r)] 

4-  -/i  2         ei  siii  [  2  «I       9  ±7'  9'  ±  (  2  /c  +  i  )  yj  ] 
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/  est  essentiellement  différent  de  zéro.  En  remplaçant  e  par  zéro  et  y<  par  y,  il 
vient,  puisque  y]  reste  le  même, 

s  =r  y 2  4^0  sin ±j' 9'  ±  ( 3  A-  +  ,)  Y) ] , 

+  ^'^  — ■/'ï*  — ±  (^-^''  +  o  "'i]- 

La  quantité 

7ii:'i'-yC«  =  yi^(yn-y^(y^) 

est  évidemment  divisible  par  y  —  y,  ;  e"^  est  aussi  divisible  par  y  —  y,,  comme 
on  l'a  vu  plus  haut.  On  peut  donc  dire  que  les  divers  termes      z  —  z^  con- 
tiennent en  facteur  soit  y  —  y^  soit  ey, . 
Posons  maintenant 

a,  —  "2  il  ±./  ©  ±:./' 9'  ±:  2  A" "n, 

et  appliquons  la  formule  (8)  :  chacune  des  expressions  de  77—7.'     — ''n 

M  —  u^  eiv  —  v^  se  compose  d'une  série  de  termes  en  cosa,  ayant  tous  y^  —  y;' 
en  facteur  et  d'une  série  de  termes  en  cosaj  contenant  tous  le  facteur  e.  Chaque 
terme  des  développements 

(■^)  {7r^^'  ijr>-"^-  (^-7)<'-->' 

s'obtient  en  prenant  trois  facteurs  de  la  forme  cosa,,  ou  deux  facteurs  cosa< 
et  un  facteur  cosa,,  ou  un  facteur  cosa,  et  deux  facteurs  cosag,  ou  enfin  trois 
facteurs  cosas.  Dans  le  second  cas,  cp  ne  peut  pas  disparaître,  et  l'on  n'obtien- 
drait rien  qui  entre  dans  la  partie  non  périodique  de  ^;  dans  le  premier  cas,  le 

produit  de  trois  facteurs  en  cosa,  contiendra  (y^  — yi)^  Avec  un  facteur  en 
cosa,  et  deux  en  cosaa,  on  aura  d'une  part  y-  —  y,,  et  de  l'autre  e^  qui  amène 
y^  — y?;  donc,  en  somme,  le  facteur  (y"  — y;)  existe  dans  tous  les  termes  du 
groupe  mentionné.  Quand  on  prend  trois  facteurs  cosaa,  les  valeurs  dey  ne 
peuvent  pas  être  égales  toutes  à  ±1,  car  alors  deux  de  ces  valeurs  seraient 
égales  entre  elles  et  9  ne  disparaîtrait  pas  du  produit  des  trois  cosinus.  Donc 
l'une  au  moins  des  valeurs  de  j  doit  être  >2;  le  produit  contiendra  donc  le  fac- 
teur et,  par  suite,  (y^  —  y?).  Ainsi  donc,  toutes  les  parties  non  périodiques 
des  développements  (i3)  contiennent  (y-  —  y'^ /  en  facteur. 

T.  -  ni.  38 
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Reste  à  examiner  la  partie  constante  de  (j;  —  j^(z  —  s,)^.  Posons 

(32  -         ±y9  ±y' 9'  ±  (2Â:  H-  I  )  -r)  ; 

z  —  z^  se  compose  de  termes  en  cos  (3,  contenant  y  —  y,  en  facteur  et  de  termes 
en  cos^a  contenant  e.  On  verra  aisément  qu'on  ne  peut  prendre  que  les  trois 
combinaisons  suivantes,  à  côté  desquelles  nous  inscrirons  les  facteurs  cor- 
respondants 

I  terme  en  cosoci  et  2  en  cos(3i   (7^—  yl)  iy  —  yiY, 

N 

I  terme  en  cosai  et  2  en  cos^a   (y^  —  Vi)  ^'  =  (y^  —  )^ 

I  terme  en  cosaj»  i  en  cosj3i  et  i  en  cos(32.    (y-—  y\)  (y  —  yx)e. 

On  aura  donc  toujours  le  facteur  (y  —  y,)^  ^t,  par  suite,  (y^  — y;)^'  puisque 
finalement  la  partie  constante  de  ^  —  ^  ne  peut  contenir  que  des  puissances 
paires  de  y  et  y, .  Or  on  a 

—  =  A +Ee^+ 2Fe2yf  ^  Gyî  +  

=A  +  Gy^  +  ..., 

d'où 

-  — -=Ee*4-2Fe2y?4-G(y*  — 

Gela  doit  être  divisible  par  (y**  —  y;)^'  tenant  compte  de  la  relation  (12), 
on  voit  que  l'expression 

2FN 

■     ^'(y^  +  yn-^yi 
doit  être  divisible  par  y^  —  yî  ;  ce  qui  donne 

c'est  la  seconde  des  relations  (10)  que  l'on  voulait  démontrer. 

La  seconde  partie  du  théorème  d'Adams  constitue  une  tentative  très  heu- 
reuse pour  rattacher  les  développements  de  c  et  ^-  à  celui  de  la  portion  con- 
stante de  -• 
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CHAPITRE  XVII. 

THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  HANSEN. 


130.  Hansen  a  exposé  sa  méthode  dans  l'Ouvrage  intitulé  :  Fundamenta 
nova  invesligationis  orbitœ  verœ  quam  Luna  perlustrat  (i838).  Il  y  a  apporté 
ensuite  quelques  modifications  dans  sa  Darlegung  der  iheoretischen  Berechnung 
derin  den  Mondlafeln  angewandten  Stôrungen  (1862-1864),  et  c'est  de  ce  der- 
nier Ouvrage,  surtout  du  Tome  I,  que  nous  allons  rendre  compte  ici. 

Soient  a,  11,  e,  i,  G,  cr,  C,  r,  /,  £  le  demi  grand  axe,  le  moyen  mouvement, 
l'excentricité,  l'inclinaison,  la  longitude  du  nœud  ascendant,  celle  du  périgée, 
celle  de  l'époque,  le  rayon  vecteur,  l'anomalie  vraie  et  l'anomalie  excentrique 
de  la  Lune  à  l'époque  t;  ce  sont  donc  les  éléments  elliptiques  variables.  Les  for- 
mules 

/  £  —  e  siiu  —  nt-\-C  —     —  nt  -\-  c, 

(i)  I  /•cos/=  a(cos£  — e),       r  sin/=  a  y/i  —  e'^  sine, 

[  n'^à^=iy.{i^  m) 

feront  connaître  r  et  /.  Si  l'on  suppose  connus  ô,  i  et  xs,  la  position  de  la  Lune, 
à  l'époque  t,  sera  complètement  déterminée.  Nous  avons  représenté  par  x  l'at- 
traction de  deux  unités  de  masse  à  l'unité  de  distance,  par  m  la  masse  de  la 
Lune,  celle  de  la  Terre  étant  prise  pour  unité;  nous  désignerons  par  m'  la 
masse  du  Soleil,  et  par 

x(i  +  /?i)S,  et       x(i  +  m)Z 

les  composantes  de  la  force  perturbatrice  provenant  de  l'attraction  du  Soleil, 
suivant  trois  axes  mobiles,  le  rayon  vecteur  de  la  Lune,  la  perpendiculaire  à  ce 
rayon  située  dans  le  plan  de  l'orbite  et  la  normale  à  l'orbite.  En  se  reportant  aux 


3oo 
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formules  (a),  page  29  de  ce  Volume,  on  pourra  écrire  comme  il  suit  les  équa- 
tions qui  donnent  les  dérivées  des  éléments  elliptiques  : 


=  2  -— =   h  e  sin/  H-  G  —  , 
y  i  —  e-  \  f  / 


da 

di      -  ^ 
de  „  ,  


S  sin/H-  - 


.  .       \  di 
(2)      /      —  -   


/.rcos{f+7n  —  9),       smt  ~  = — 

ac      y/  ] 


Zr  sin(/4-  CTT  —9), 


e  dzn 


i  dh 


— ^      2  e  sin^-  —  4-  na^sj i  — 


2  dt 


S  cos/h-  ©  (  I 


777  =  — 2/mS/-H  ,   -77  4-2  v/i  — 

,  +  y/,  _  ^2  dt 


.  ,i  dQ 
^  2  dt 


Soient  ic',  /,  z'  les  coordonnées  du  Soleil,  rapportées  aux  axes  mobiles  défi- 
nis plus  haut,  A  et  r  ses  distances  à  la  Lune  et  à  la  Terre;  on  aura 


I  +  m 


Z  = 


131.  Dans  l'orbite  mobile,  Hansen  introduit  un  point  X,  origine  des  longi- 


tudes  {fig.  9),  tel  que,  si  l'on  pose 


NX  =  (7, 


on  ait 


da 


.dQ 


-7-  =  COS  l  , 

dt  dt 


l'arc  NX  n'étant  défini  que  par  sa  différentielle,  a  n'est  pas  entièrement  défini 
mais  il  le  deviendra  si  l'on  s'impose,  au  début,  la  condition 


Hansen  pose 


XM  =  x+/. 
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On  aura 

dr/       da      c/cr  dB      dw      ,  ..dB 

dt      dt       dt  dt       dt      ^             '  dt 

d'où,  en  tenant  compte  de  l'expression  (2)  de  ^5 


3oi 


(3) 


^^—na^\J\  —  e'   —  S  cos/+ S  (^i  + -^^  sin/J 


On  voit  que  l'expression  de  ^  est  plus  simple  que  celle  de 
On  sera  conduit  plus  tard  à  poser 
(4)  sin<sina=7?,       sint  cosa  =  ^y. 

On  en  tire,  en  différentiant  et  remplaçant     par  cosî  ^) 

dp  .  (  .      di  .  .d9\ 

-j-  =  cosi    siiio-  -y-  -+■  coso- sini  -7-  h 
dt  \        dt  dt  J 

dq  .(        di       .       .  .de\ 

— i-  =  cost   coso--;  sino-  sini  -n  » 

dt  \        dt  dt  J 

d'où,  à  cause  des  valeurs  (2)  de     et  sini  ^5 

~  _  Z/.  cosi  [    sin(/+  C7  —  0)  coso-  +  cos(/+  xn  —  9)  sin  u], 

dt      y/ 1  — 

^  —  — '-^^  7. r  cosi  [—  sin(/H-  G?  —  0)  sino-  -h  cos(/+  isr  —  9)  coso-]  ; 
dt      ^  I  —  ^2 

mais  on  a 

f  +ta5  —  9  =  ç  —  a. 

Il  vient  ainsi  simplement 

rf  n  nn 

Zrco^i  sine, 


(5) 


dp 

na 

dt 

\]\  —  e- 

dq 

na 

Tît 

S/i  —  e'- 

Z/'COS  f  COS  V. 


Rappelons  encore  les  formules  suivantes  qui  nous  serviront  bientôt  (t.  I, 
p.  463) 


/  d^r        dv'      if-o}        ,  ,  ^ 


(6) 

où  V  désigne  bien  la  longitude  comptée  dans  l'orbite  mobile,  à  partir  du  point  X. 
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132.  Hansen  considère  une  ellipse  de  grandeur  et  de  forme  constantes,  qu'il 
fait  tourner  dans  le  plan  de  l'orbite  mobile,  d'un  mouvement  uniforme,  afin  de 
tenir  compte,  dès  la  première  approximation,  du  mouvement  moyen  du  péri- 
gée. Soient  «o»  '^o»  l^s  éléments  rigoureusement  constants  de  cette  ellipse  : 
ce  seront  les  valeurs  moyennes  des  éléments  variables  a,  nete;  désignons,  en 
outre,  par  n^y  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  l'ellipse,  et  par  tto  une  con- 
stante. A  désignant  la  position  occupée  à  l'époque  t  par  le  point  le  plus  voisin 
de  la  Terre,  on  aura 

XOA  =  710+ «oy^« 

Soit  M  la  position  correspondante  de  la  Lune;  le  rayon  MO  rencontre  l'ellipse 
mobile  en  N  {/ig-  lo);  Hansen  désigne  par  r  et  f  le  rayon  ON  et  l'anomalie 

Fig.  10. 


vraie  AON  dans  l'ellipse  auxiliaire,  par  /z^s  l'anomalie  moyenne,  et  £  l'anomalie 
excentrique.  On  aura  donc 

[  £  —  ^0  sins  =r /«o ni  al  =  -\- 

(7)  1  /•  ces/ =  ao(cos£  —  Co),        r  sin/ =  (7o  v^i  —  e^sins, 

[  P  =7  +  TTo  +  «oj^  =/+'/. 

On  voit  que,  pour  le  calcul  de  ç^,  on  fait  porter  toutes  les  perturbations  sur 
l'anomalie  moyenne  de  l'ellipse  auxiliaire;  z  est  une  fonction  de  t  que  nous  ap- 
prendrons à  calculer.  On  voit  aussi  que,  si  v  est  le  même  dans  les  deux  orbites, 
il  n'en  est  pas  de  même  des  rayons  vecteurs  ON  et  OM.  Hansen  pose 

(8)  ,-^7-(i  +  v). 

On  va  calculer^;  on  a,  d'après  la  seconde  équation  (6),  quand  la  force  per- 
turbatrice s'annule. 


Cette  expression  convient  encore  au  mouvement  troublé;  seulement  on  doit 


THÉORIE  DE  LA  LUNE  DE  HÂNSEN. 

prendre,  les  éléments  étant  devenus  variables, 

dina^  J I  —  e'M        ,  ,  _ 

(9)   ât  ^='^(1  +  '^)^^' 

On  a  ensuite 


iiaP-  J  i  —  df  df  dz 


Mais  on  a  aussi 

—  2 

dz 


-^df  2    /  ? 


en 


tirant  de  là  ^>  et  le  reportant  dans  l'équation  précédente,  il  vient 


dz  _  nà^  sji  —  e'^  (  ''\  7      /  ^ 

^^^^                            dt  ~  «o«o\/i  —  el  \''  )  v/i^-ëf^^" 
Or  on  a 

—2  — 

r  =  7(i4-v);        ^=  —  1  +  2-^ 


ce  qui  permet  d'écrire 


dz       na'^Ji  —  e'  r       /    v    y  {  y  r 

—  V  ;  —  I  H-  2  '  -  '  '  '  — 


dt       n,als/i-el{  V' +  V  )  s/i-el\(^o 

On  élimine  r  à  l'aide  de  la  relation 

r=  P—^, 

I     e  cos/ 

et  l'on  pose 


(II) 


et  il  vient 


/i 


V/i  — e;^      \/ao{i  —  el) 


dt  h         ho  ao      i  —  el  h\i-\-vJ  _  ^2  \ao 

On  fait  encore 

/    X                   TÎ7              ^0        h   r  1-hecosf  hp  i  —  v 

(I2)  W=— I  rH-2-;  n--r^ — ^ — , 
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et  il  vient 


(13)  ^=i  +  w  +  ^,  ,   . 

ai  h  \\  +  v)       \j\  —  e\  \f^o 

On  aurait  aussi  les  formules 

{.30  g+-=^fzy=-4-=i+^=,-^w+i^(',+w-^î 

^1  _  d  \aj       /'(i  +  -''Y       i  —  4      \  h 

Enfin  l'expression  de  W  peut  s'écrire,  en  ayant  égard  à  la  troisième  des  for- 
mules (7), 

(14)  >v  — __,_^'o  I       7  i  +  gcos(7+^^o.r^  +  7ro-x) 

133.  La  quantité  W,  définie  par  la  formule  (i4),  contient  le  temps  L  de  trois 
façons  :  par  n^yt,  par  r  et  /  qui  dépendent  de  z  au  moyen  des  relations  (7),  et 
par  les  éléments  variables  h,  e  et  y^.  Pour  introduire  les  composantes  de  la  force 
perturbatrice,  il  faudrait  remplacer  h,  e  ely^  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t. 

Irvaudra  mieux  calculer  —,  parce  que  ce  ne  sont  pas  h,  e  et  x  qui  sont  donnés 

immédiatement,  mais       ^  et  ^  -  Nous  formerons  ^  ou  plutôt        sans  faire 

varier  le  temps  qui  figure  dans  r  et  /  par  2  ;  il  convient,  pour  plus  de  clarté,  de 
remplacer  t  par  t  dans  r,  f  et  s,  qui  deviendront  ainsi  p,  9  et     on  aura  donc 

I  £0  —  eo  sinso  =  Ç, 

(15)  '  p  coscp  =  «o(COS£o—  ^o), 

'  p  sin  9  =  «0  V  ^     ^0  si"  ^0  ; 

par  ce  changement  partiel  de  t  en  t>  W  deviendra  W,  et  l'on  aura 

(16)  >v—     j     ^^0  I        -  t  +  gcos(9  +  ^or^  +  TCo  — x) 

//         /«o  a^\  \  —  6'-'  ) 

Si  l'on  faisait,  dans  cette  expression,  t  =    on  retrouverait  W. 
On  trouve  aisément 


dt 


ôtl        h         a/  a,{i-el)  J 
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dans  la  première  partie  du  second  membre,  on  doit  faire  varier  t  seulement  dans 
h,  e  et  '/ ,  et  non  dans  n^^^yt. 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  relations  suivantes  qui  découlent  des  formules  (i.'î), 


_  «0  y/i  —  gp 


l'équation  (i6)  donne 

r)W  h       .  -  iH- e  cosfcg  H- /?o  r H- TTo  —  x) 

  =2-r-e,  siiicp  ■—  

noO^        n,  {i  —  eiy- 

d'oii,  en  vertu  de  la  formule  (i6), 


âp    _  a 


smcp  ; 


h  «0  e  sin  (  cp  +     yt  4-^0  —  y  ) 


W  +  7-"  +  I 


h  ciq  e  sin  (y  +  /Iq      4-  ttq  —  y) 


Si  l'on  tire  de  là  la  valeur  de  e  sin(cp  + /?o7^  +     - /J  pour  la  porter  dans 


l'expression  de        on  trouve 

cm 

(17) 


/*  -  1  +  e  cos(ct  +  /^,      +  ttq  — 
D'ailleurs  les  formules  (2),  (3),  (9)  et  (i  i)  donnent 


d 

ho 

dt 

h 

_i_  - 

J* 


dh 

dt  ~~ 

Hz-  =r- 

-  X  (  I  -H      )  S  -  ; 

de  , 

^  (  P 

(18)  ^ 

/i  —  e^ 

dy  , 
e      =  na-\ 
^     dt  ^ 

/i  —  e2 

—  Scos/  +  e( 

On  en  tire  aisément 

I  dhe'bxwy 
X  (  I  -h  /n  )  dt 

I  dheQ,o%y 


X  (  I  +  m  ) 


T.  -  ni. 


G  -  e  sin  x  +  sin^  S  sm/  +  "  \  7.  —  - 

+  cosxj^-  Scos/+  sin/J, 

-S^ecosx+cosx|^S  sin/+  ^(^^  - 

-  sin X       S  cos/  +  G  (^i  -h  ^)  sin/J  , 
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et,  en  tenant  compte  de  la  relation 

\  f  P  i 

—  e  1- 

P 

il  vient 


e  - 

p      e\r  a 


cos  /', 


S  cosc  4-  G     +  ~  j  (siii/^  cos f-h  cosx;  siii /), 


I         dheco^y  .  _  /  /A 

xlTT^  ^?r-"  =     b  sui  .  +  (.  (^i  +  -  j  (cosx  cos/-  sin  x  sin/), 


OU,  plus  simplement, 

(19) 


1  c/Aesin^ 
x(i  +  m)  dt 

I  dheco^y 


S  cos(^  4-  (  i  +  -  )  s  sin  V, 


S  sio    4-  (  I  +  -  )  Gcos(\ 


y.{i  -\-  m)  dt 
En  ayant  égard  aux  relations  (18)  et  (19),  il  vient 
1  d 


^  _i_  2  —       I  +  e  cos  (  9  H-  »o  y  ^  4-  77»  —  y  ) 


m)  dt\^  Il 

2         p  1 
Ao  «0(1  —  e^)J  /> 

cos(9  4-  n^yt  4-  tîo) 


4-  2 


s  sin  (^4-^1  - 

^1) 

—  S cosp  +  ■ 

[A^      /<o  «0(1  —  e^)  J 
+  ^      .„(r-eg)  [s  sin  (7  -  ^)  4-  (.  +  ^)    cos(7-  9)^  . 

Après  quoi  la  formule  (17)  donne,  si  l'on  tient  compte  de  la  relation 

x(i  +  m)  =:  h'ip,,  =  lî'p, 


^  =  2/iop  S  sin(/—  9) 


(20) 


4-  /<o  S  /•  1 2  -  COS  (/  —  9  ) 


!  0  //'- 


COS 


1  2 


L       P  1 

0  «0(1  —  e^)J 


dt 


—  An  S 


^  1 2  £  cos(7- ?)  -  .  +  ^^j^^^^^l^ [cos(/ - ^)  _  ,] 


4-  2/io  p  S  sin(/  —  9) 
s/i  —  el  L« 


5  "0(1  —  (il) 

I  (^p 
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134.  Hansen  introduit,  au  lieu  des  composantes  ©  et  S,  les  dérivées  par- 
tielles de  la  fonction  perturbatrice  par  rapport  à  ret  t^. 


Fie;,  n. 


Soit  Ù  la  fonction  perturbatrice  divisée  par  le  facteur  x(i  +  m).  On  aura 

„          m'    fi       xx' +  yf zz'\ 

or  on  a  constamment 

x  =  r,       y  =  o,  zz=zo; 

nous  poserons  de  plus,  en  désignant  par  M  et  M'  les  positions  de  la  Lune  et 
du  Soleil  à  l'époque  quelconque  t, 


Nous  aurons  ainsi 


On  en  lire 


cosMM'=:  =H. 


=  "  _4h1; 

^2  _^  ,.f2_  2/7-' H 


âi2  m' 

dr       I  +  m 

d9.  m' 

dr       1  H-  /n 

ou,  d'après  le  n°  130, 
On  a  ensuite 


âr 


m'    frr'       /•  \ 


dv      I  +  m  V  A^      /''V  ^' 


Or,  si  l'on  désigne  par  X  et  X'  les  origines  des  longitudes  dans  les  deux 
plans  mobiles,  et  que  l'on  fasse 

Xrx  =  o,       X'G  =  ^,       XM  =  r,       X'M'=(''  XGX'=J, 
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le  triangle  sphérique  MGM'  donnera 

H  =  cos(('  —  o)  cos(r'—  ^j;)  +  sin(t'  —  9)  sin  (r'  —  tj;)  cosJ, 

d'où 

—  rr:  —  sin(('  —  9)  cos(c  —  t|)  +  cos(^'  —  9)  sin((/—  4>)  cosJ  =:  cosM'N, 
en  définissant  le  point  N  par  la  condition  MN  =  90°.  Mais  on  a 


=cosM'N. 


Il  en  résulte  donc 

âL2  m' 


dv       i  -h  m 

ou,  d'après  le  n"  130, 


I  I 

I   r. 


r 


La  formule  (20)  pourra  donc  s'écrire 

-^=.A„p5^.cos(/-9)-i+— _^__[cos(/-9)-i]j- 
(21)         1  +2/^„^sitl(7-9).^ 


d/ 


135.  Quand  on  aura  effectué  le  développement  du  second  membre  et  l'inté- 
gration relative  à  t,  il  suffira  de  changera  en  t  pour  avoir  W,  après  quoi  on 
pourra  calculer^  par  la  formule  (12). 

On  peut  introduire  une  simplification  en  faisant 

«0  5  =  «0  ^  +  Cq  +  «0  àz, 

d'où 

«0  Çrrz  AîoT  +  Co  4-  «0  <5C; 

et     sont  de  Tordre  de  la  fonction  perturbatrice.  Soit  posé 

y  =  «oT  +  Co  —  £„  —  <?o  sin  £„, 


po  sin  9o  =  «0   '  —  ^0  £9, 

p„COS9o  =  rto(COS£o—  Cq), 


THÉORIE  DE  LA   LUNE  DE  HANSEX. 

et  soit  Wo  ce  que  devient  W  quand  on  y  remplace  p  et  cp  par  po  et  cpo' 


3o9 


Wo: 


h     I  +  e  c.os(9o  4-  n^yt  +  tiq  —  yj 


On  aura,  par  la  série  de  Taylor,  en  attribuant  à  l'anomalie  moyenne  y  l'ac- 
croissement KC, 

w  =  w„+^^.oâc+^^(/^oôcr+..., 

et,  après  avoir  changé  t  en  t. 


(22) 


y-^  «0  èz  M  r-j^    «0  (5s  )-  +  . 


on  les  dérivées  ayant  été  prises  par  rapport  à  y,  la  barre  indique  que  l'on  doit 
changer  t  en  t,  ce  qui  changera  y  en 

<>■=  n^t  +  c,,. 

On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (21), 


dt 


(23)  ( 


;,|^_£.  eos(7- [cos(7- I  f 
H-2/io^sin(7-(po)^- 

La  formule  (i3)  donnera,  en  tenant  compte  de  (22), 

(24)     nç^z  —  nç^L  +  c^+Hç^ 


Wo  -f  — i—  «0  àz-\  7-^  «„<5: 

"       c'y  2  (^y- 


■  +  -7^ 


/i    \H-  V/  y/ 


I  —  et  \"o 


Remarque.  —  On  aura,  comme  pour  W, 

(25) 


—2 


,  =r^  +  ^noô.  +  ^^(.oâ^)^  +  .... 


dg 


136.  Détermination  de  v.  —  On  a 

7'  =  r-{i  4-  v), 


d'où 


dr  ,  .  dr  dz  -  dv 
dï=^"^'^di^dï^'dl 


En  vertu  des  relations  (10)  et  (i  1),  il  vient 
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d'où 

ch        1   dr      ,         .  dr  [      y       r  r 


dt       y  dt  dzXji^gi  a'I       II  t 


En  ayant  égard  aux  formules 


dr      .     .    ,         dr  .  — 

-jj  =  hesiïij,  —=/i^e^sin/, 

I        A-(i  +  ecos/)  I         i  +  <?ocos/ 

l'expression  précédente  de  ^  devient 

dv         hes'mf        hee^'iinj^f — f)  he^  sin/  y         (i  |  y)  ^'^ 

Mais,  si  l'on  différentie  (i4)  par  rapport  à  ^,  qui  n'entre  que  dans  r  et 
vient   

_     ^  -  e  sin  (/  -H  /^o.r^  4-  ttq  —  x)  /ipag  y/i  — 

  2  /iCq  sin / 

~  a^{ï  —  el) 

,      .  -  1  +  e  cos /        ,     .      I  H-  eo  cos/ 

+  2  A  en  sin  /  — ;  ^  —  2Ae  sin  /  — ^  

ao{i  —  el)  r<o(J  — e^) 

En  rapprochant  les  expressions  précédentes  de  ^  et  de        il  vient 

dv  I  r         ,        ,  dr^ 

On  a  d'ailleurs 

n^dz        dy        ôy^  2    ây^   ^  " 

il  en  résulte  donc 


2   V   L  ày        Oy^  2  c)y3  V  0     /  - 


llnd 


OÙ  c  est  une  constante  d'intégration. 


On  a  d'ailleurs 
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r„  est  calculé,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique,  avec  les  éléments  a^, 
et  e^,  et  l'anomalie  moyenne  g. 

137.  Introduction  de  nouvelles  variables  au  lieu  de  et  —  On  a,  d'après 
len°134, 


On  pose,  pour  tenir  compte  immédiatement  des  déplacements  séculaires  des 
nœuds, 

(2g^  (  2N  =Tto  +  tt'o  —  ©  —     —  2«oa^, 

OÙ  a  et  Y]  désignent  des  constantes  que  l'on  déterminera  de  façon  que  N  et  K  ne 
contiennent  aucuns  termes  proportionnels  à  ^,      ... .  On  a  d'ailleurs 

(29)  {     et  de  même 


Grâce  aux  relations  (28)  et  (29),  l'expression  précédente  de  devient 


2/v'siu^-C0s|  /+/  +  /i,(jH-y  -)-  2a)^  -h2N]. 


Soient  w  _  Gn,  oj'=  GII'  les  distances  du  nœud  commun  des  orbites  aux  deux 
périgées;  on  aura  aussi 


Il  en  résulte,  en  négligeant  les  petites  quantités  / /-/', 


6j  —  oy=  «o(j'— j'—  2yi)^  +  2K, 
+  H- 2a)^+  2N; 


3  12  CHAPITRE  XVII. 

donc,  abstraction  faite  de  petits  termes,  2N  et  iK  représentent  la  somme  et  la 
différence  des  quantités  w  et  w'. 

Soit  posé,  dans  la fig.  11  de  la  page  807, 

(TrzzXA;  AG  =<t>;  ^A  =  Ô;  M\f  =i;  c^  =  XG; 
a'=X'A';       A'G  =  W;       jcA'=9';       M'A'vr^T;  4^=X'G; 

on  aura 

(f>  =  <i>-i-a;       ^  =  W-i-a';       d(7  =  cosidd;       da' =  cos,  i' dd' , 
et,  en  différentiant  les  formules  (28), 

d^  —  —n^adt—  ^  (d^  +  dW  +  da  +  d<j'), 
dK  =  +  nafidt  —  ^  (<:/<!>  —  dW     da  —  da'). 

Mais  les  analogies  différentielles  appliquées  au  triangle  AGA'  donnent 

di  —     CQ^^di  —  cosWf/<' -t- sin<ï»  siniWÔ  —  %\nW  ?,mi' dO'  ; 

d^  =  —  cotJ  s'm(tdi  +  (colJcosO  sini  —  cost)  dO 
-I-  cosécJ  sinW  di'  —  cosécJ  cosW  sïn  i'  dd'  ; 

dW  =  — coséc  J  sinOfif  +  cosécJ  cosO sin 

H-  cotJ  sin'F^/i'—  (cotJ  cos^^  sin  i'  -f-  cos  i')dd'. 

En  portant  dans  les  expressions  précédentes,  et  remplaçant     et  d^'  par 

ct-^,>  il  vient 
cos«' 

dj  =cos<^  di  4- siiiO  lang/i/a  —  cosWdi' — siii^  tangi'c/o-', 

<iN     —  Hoadl-h^  col^  (sint&É/f  —  cos$  tangiV/a  —  ahiWdi'  -+-  cosW iang i' da' ) , 

dK—  Hd-ndt    —  ^  lang^  (sinO<ii  — cos€>tang/(/(T  +  s'mWdi'  —  cos^Hmgi' du' ) . 
On  pose  maintenant 

P  =  2sin  -  sin(N  -No), 
2 

Q  =  2sin^  cos(N  —  No). 


(3o) 
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No  désignant  la  valeur  initiale  de  N.  On  en  tire 

dP  —  cos  -  sin  (N  —  No )  t/J  +  2  sin  ~  cos  (N  —  No  )  ^/N , 
t/Q  =  cos-  cos(N-No)^/J-2sin-  sin(N  -  Na)  «?N. 

2  2 


3i3 


Nous  avons  déjà  fait,  page  3oi, 


(3i) 

Nous  aurons 


sini  sin  a  =  p  , 
soit  de  même 


sin  i  cos  a  =  g'  ; 


s\nc'  sin  a' sin/'  cos  a' 


sin  (T 

cos  i 


COS(T    ,         snicT  , 

r  dp  ;  ;  dO  ; 

sin  i 


ces  (7  , 

 :  dq, 

cos  l 


coso- 


cost 


ds'—  -. — TT  dp'  — 
sm  l' 


sino- 


sm  i 


1  dq'  ; 


et  il  viendra  pour  les  expressions  précédentes  de  dP,  dO  et  dK,  en  introduisant 
p,  q,  p',  q',  au  lieu  de  <j,  i,  cr'  et  i' ,  et  réduisant, 


(32) 


dP=^  —  /iQaQdt  —  cos  - 
J 

+  COS- 
2 


dQ=    /«(,aPo?^ +  COS - 


cos 


cos(^  4-  N  -  No)  -  sin(9  -^  N  -  N^)  ^. 
cos(^4-N-No)^,-sin(  +  +  N-No)^^;, 

sin  (  9  +  N  -  No  )         +  cos  (  cp  +  N  -  No  ) 
sin     +  N  -  No)         +  cos(^  +  N  -  No)  '^'^ 


COSi 


cosr 


dK        n^ndl  +  ~  lang  ^  |^coscp         —  sino 


dp 


dq 
~  cos< 


I  .)  /       ,    dp'         .    .  dq' 

+  - lang  -  COS  -smd.^ 


Nous  pouvons  d'ailleurs  calculer  ^  et  par  les  formules  (5),  dans  lesquelles, 
d'après  le  n^  130,  nous  devons  remplacer  Z  par 

'=-,;:^(i5-^.)'-'-'('''-+>-'j- 


T.  -  IIJ. 


4o 


3i4 

ce  qui  nous  donnera 
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(33) 


dp 
~dl 


-^-^-^  Acosi  (  ^  -  ^Tïï  )  /•/■'siiiJsiii(^sin((^'-^), 


dq    m' 

\  dt  1  H- 


/icosf        —  y73^  /v'sinj  cost'  sin     —  'j'). 
Cela  permet  d'écrire  comme  il  suit  les  formules  (32) 


d\ 


dt  "    ^      i j)i 

J 

cos  -  , 


p-^  /v'sinj  cos  ^  sin((^'  — (|;)sin((^  — o  — N-i-No) 


(34) 


dt 


cos< 


cos 


+• 


 ?,  (  sillô  ^  -  COS0  ^  Y 

cost'  \         dt  dt  J 


''[-K^^  —  Tn]  /•/•'sin'  ^  sin  (p-9)  siii(t^'-^) 


-  tang  r,    cos<^   siinV  -f- 

2         2  cosf'  \      ^  dt  ^  dt 


OÙ  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

(35)  ô  =  -^-N  +  No. 

138.  Nous  allons  introduire  ^,  |?  et^-  Nous  avons,  d'après  le  134, 


m 


I         ,  H 

i  -\-  m  VA  /•'■^ 


A2=:  /-^^  /•'2_  2/v'H, 

H=i  cos  (t^  —  9)  cos  (t^'—  4')  +  sin  (t^  —  cf)  sin  ((''—<>)  cosJ. 


On  en  conclut 


YJ-^i  (^a5  ~  sin(P-9)sin(/-4.)sinJ, 
m'     /  I         I  \ 

\~+~m  VÂ^  ~  7^)       [sin(p  — 9)cos((^'— ^)  — cos(p  — 9)sin((>'-^)cosJ], 
/■/•'[eos(r  — 9)siu((/— -i/)  -  sin  (c  —  cp)  cos  (i^'— <{/)  cosJ  J. 


m  /  I 
J  4-  VA 
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On  tire  ensuite  des  formules  (28)  et  (3o) 

dP  —  cos  ^  sin  (N  —  No)  dJ  4-  2sin  ^  cos  (N  —  No)(^N, 
dQ  —  cos  ^  cos  (N  —  No  )dJ  —  2  si  11  si  n  (  N  —  No  )  dN, 
d^  =  ~  ri^a dt  —  -  ( do  +  r/<J; ), 


3t5 


d'où 

(36) 


t/K  =      n^Tidt  —  -  (^d'o  —  d'h)\ 


cos  -  ^/J  =  sin  (N  —  No)  dP  +  cos  (N  —  N»)  r/0. 


J 


sin  -  {~in^(xdL  —  r/o  —  d^)  —  cos  (N  —  No)  dV  —  sin  (N  —  No)  r/0, 
<ifcp  —  (^j;  =  2  /?o  -ndt  —  2  f/K. 

Ces  deux  dernières  relations  donnent 

co&(N-No)^P  — sin(N-No)f/Q 


( 37 )  d':j  —  -^n^{T\  —  ai)  dt  —  rfK  — 

(38)  d^—-.n^{T\-^ai)dt-^d^  — 


.  J 

2 sin  - 

2 

cos  (N  —  No)r/P  —  sin  (N  —  No)  dQ 


1  sin 


Les  formules  (36),  (37)  et  (38)  permettent  de  lire  immédiatement  les  valeurs 
des  dérivées  partielles  de  J,  o  et  ^  par  rapport  à  K,  P  et  Q.  On  a,  en  ayant  égard 
à  ces  valeurs, 

'dO.  '    d9.\  cos(N  — No) 


dO.  sin(N  — No) 

dJ  J 

cos  - 

2 

â9  cos  (N  — No) 

rK>  " 

âJ  J 

cos  - 

2 

09 

dO.  d9 

dK  " 

do      d'I  ' 

do 


\  do  d'^-^ 


.  J 

2  sm  - 

2 


2 sin  - 

2 


,  .        ^d9  d9  d9       ,  .  '    J  , 

fi  ou,  en  remplaçant  -rrv  -p?  -rr  par  leurs  expressions  précédentes. 


d9 
dP 

âa 

àQ 
d9 
dK 


m 


i\      ,  .  J 

—  '  rr  sin  - 


1 

I  H-  7?i  VA'*  /•'•■ 

/  I  I 

I  H-  m  V  A'*  /• 


2sin(('  —  cp)  sin  ((''—  4/)  sin  (N  —  No)' 
H-sin(('H-(''— ca  —  <i>)cos(N  —  No) 

■  2 sin ((^  —  9)  sin((''—  <]>)cos(N  —  No)' 
—  sin((^  + (''— o  —  t|;)  sin  (N  ^  No) 


m'    f  i         I  \      ,      ,  J 
   n    rr' cos-  -  x  2sin  c  —  r'  -  o  +  J;). 
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On  tire  de  là  les  combinaisons  suivantes  : 


,  J  ()C2     I     (?-Q  _ 

COS^  -  ^  -1-  7  P  -— :  — 


m  \  A 


 ]-\  r/''sinJcos  -  sin(p'  — t]^)  sin  ((-•  — 'f  —  N +No), 

/•'•'y  2 

(4  't}\  /T'sinJcos  -  sin((^'-'l^)cos((^-cp-N  +  No), 

I  +  m  r'y  2 


4  '   dP       \     dQ  "        1  +  m  VA'  / 
Dès  lors,  les  formules  (34)  deviennent 


4  /v'       sin-  -  sin(('  —  ;s)sin  ((^'— 

A3  ..'J   /  o 


(39) 


dt 

dQ 

dt 

dK 
dt 


:-noaQ-/.(cos--^-^+^I  ^ 


J 

cost'  V         dt  dt 


J 

cos i  \         dt  dt 


.  S 

4  cos  -  ces? 


Ce  sont  les  formules  cherchées. 

L'équation  (35)  montre  que,  si  l'on  néglige  N  -No,  6  est  égal  et  de  signe 
contraire  "-a^^^  X'G,  longitude  du  nœud  ascendant  de  la  Lune  sur  l'écliptique. 
En  combinant  la  relation  (35)  avec 


on  trouve 


2  K  —  2  N  =  —  2  Tî;,  -h  2  4/  +  2  «0  (  «       "0  )  ^, 
Ô  =  /?o  (  a  -h    )  ^  -1-  No  —  K  —  < . 


On  déterminera  a  et  y]  de  façon  que  P  et  K  ne  contiennent  pas  de  termes  pro- 
portionnels au  temps. 

139.  Peut-être  ne  sera-t-il  pas  inutile  de  donner  l'expression  explicite  de  û 
en  fonction  de  P,  Q  et  de  K.  Il  suffira  évidemment  de  faire  la  chose  pour  H.  On 
a  les  formules 


H  —  cos^'^  cos(('  —  (''  —  ©  +  (];)  +  sin^-  cos((^  +  v'  —  cp  — 


2  sin^  sin(N  -  N»),       Q  —  2  sin  -  cos(N  —  No), 


2  N       TTo  +  îl'o 


—  in^at. 


2K  =  TTo  —  n'o  —  ©  +     +  "^n^-oL, 

i 
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qui  permettent  de  résoudre  la  question.  On  a  d'abord 

sin2-=:  cos^-=i  7 — 

24  24 

P 

N  =  No  H-  arc  tang 


H17 


d'où 


COS2N  =r. 

sin  2  N  3= 


(  Q2  _  p2  )  COS2N0  — 2PQ  sin2  No 
PM^Q^ 

(Q2  _  p2)  sin2No  +  2PQ  COS2N0 
P'-  +  Q-  ' 

9  —  4/  —  TTo  —  t'o  —  2K  +  2«oY)  t, 
Cp  +  Oi  ==:  TTo  +  TT^o  —  2  N  —  2  «0  a  ^. 


On  en  déduit  aisément 


_        _  El-±^^  C0S(('  —  C'  +  2K  —  TTo  +  7r'„  —  2«oYîO 


(Q2_  P2)  COS((' +  C' +  2N0  —  TTo  —  <  +  2/10  «01 

No  —  TTo  —  ît'o  +  2^0  aO  J 


—  2  PQ  sin(('  H-  c'  +  2 
et  la  question  proposée  se  trouve  résolue. 
On  en  tire 


Q  <?N 


^(?P 


p  COS  (  p  —  c'  —  9  H-  ^  )  +  P  COS  (  ('  +    —  cp  —     -  Q  sin  (  ('  +    -  cp  —  4^)V 


(4o)  )  2^  =_Qcos(('-r'-9  +  ^)  +  Qcos(r  +  (.-'-9"-^)+Psin((^+p'-cp-^), 
^__C,_E!JlQ!^sin(^-^'_cp  +  ^). 

V        2    y  ' 

On  voit  très  nettement  comment  la  fonction  perturbatrice  dépend  des  quantités 
r,  ç,  P,  Q  et  K,  qui  ont  donné  lieu  aux  dérivées  partielles 

d^l  dO^ 
di'    d^'    oV'    dQ  dK' 

considérées  plus  haut. 

Remarque.  -  On  sait  que  l'attraction  des  planètes  sur  la  Terre  produit  un 
faible  déplacement  séculaire  de  l'écliptique  ;  on  peut,  avec  une  approximation 
suffisante,  admettre  qu'en  vertu  de  ce  déplacement  on  a 
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et  considérer  h  et  c  comme  constants.  Cherclions  les  perturbations  correspon- 
dantes de  P,  Q  et  K;  nous  aurons  à  remplacer,  dans  les  équations  (39),  et 

dq'  ' 

par  leurs  valeurs  précédentes.  Le  terme  introduit  dans  ^  sera  négligeable, 
parce  qu'il  contient  l'un  des  facteurs  P  ou  Q.  Nous  pourrons  nous  borner  à 

=  b  co^Q  +  csmd,       —~  =  bs\n9  —  ccos9, 
9  =  «0  (  a  H- -0  )  ^  +  No  —  K  -  tt'o  . 

On  en  tirera 

àP  =  — ~         smO   cos9, 

àQ  =   cos9  s\n9. 

/lo  (  a  +  -n  )  /?o  (  a  +  -0  ) 

P  etQ  n'ont  donc  pas  d'inégalité  séculaire  en  correspondance  avec  le  déplace- 
ment progressif  de  l'écliptique;  il  n'y  a  que  des  inégalités  périodiques  dont  la 
période  est  celle  des  nœuds  de  la  Lune. 

140.  Développement  de  la  fonction  perturbatrice.  -  En  développant  sui- 
vant les  puissances  de      on  a 


9.=z 

+ 

9J- 

o;i)  _ 

m' 

/■- 

I  +  m 

m' 

/•■' 

1  +  7n 

/•'* 

m' 

I  +  m 

.  .  .  , 

I 


H 

2 


-H^-  -  hV 

2         2  / 


A  8 


avec  cette  valeur  de  H  (p.  3i  1) 

H  =  cos^i  cos(v^  _(.'—©  H-  J;)     sin^^cos(('  +  v'  —  o  — 
H=     cos^^cos[7-/+«o«0'-j'-2y])  +  2KI 
+  sin-^cos [/+  /•' -4-  «„^(jH- r'+  g^,)  +  2N]. 

Pour  commencer,  on  emploiera  les  valeurs  elliptiques  de  r,  ,J  tCf  ;  on 
prendra  aussi 

N— const.^Nn,       K  =  consl.— K„. 
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Les  valeurs  déjà  introduites  de  co  et  w'  donneront 


(^j)  (  co=;«o^(7  +  a  — ■/i)  +  No  +  Ko, 

I  w'=  «o^(j'4- a  +  rj)  +  No  —  Ko  ; 

oj  est  la  distance  moyenne  du  périgée  lunaire  au  nœud  ascendant  de  la  Lune, 
co'  est  la  distance  moyenne  du  périgée  solaire  au  même  nœud. 

On  écrira,  pour  abréger,  /  et  /  au  lieu  de  Jet  Y' -  0"  a 
d'où 
On  pose 


m' 

—  I  =  u\ 


I  +       V  n 

il  vient 


ce  /   \  r'  /   \  2  2 


On  a 

ll=(^i~-  siir-  ^  j  cos (/ _  /'  +  (0  -  co' )  +  siti^  ^  cos (/+/'+  w  +  co' ) , 


d'où  l'on  déduit 


puis 

2  /^,'\  3 


2  2 


+  [34COS(2/'+  2C0')  +  P5COS(2/-+-  2 /'+  2  CO  4-  'iw')]; 

avec  ces  valeurs  de  3, fj^ 
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Les  arguments  'if—if^  2w  — 2co',  ...  sont  des  combinaisons  très  simples 


des  deux  arguments 


— w'       et      /+/'+co  +  co'. 

On  voit  qu'on  aura  à  développer  maintenant,  suivant  les  cosinus  des  multiples 
des  anomalies  moyennes  g  et  g' ,  les  quantités 

oP-  a- 

Soit  posé 

^sm2/  =  2lQ'' !S  sm2/'  =  2^''^^"'''«^'' 

où  les  sommes  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  nulles  ou  néga- 
tives de  i  et  i'  ;  on  a  d'ailleurs 

Si  l'on  a  égard  aux  formules 

2  El/'  cos     X  2  Ff  sin ^ ' é^'  =  Fy''  sin ( i^-  +    i'' ) , 

+  00  -1-00  4-»=  -l-oo 

OÙ  E  et  F  sont  des  quantités  quelconques,  assujetties  seulement  à  vérifier  les 
conditions 

E[/'  =  E^'',       E,''=-Er'',       Fi^)     FIT'',       F^'' -  Fr'', 
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il  vient  immédiatement 


puis 

{jl)    (?)  3r.)  -  2  0)') 

=     [(«)  ^°^^-^(?)  ''^^^^■^"'^  (^)  ^^"2/(7)  sin2/'Jcos(2w-203') 
+  [(^)  cos2/(^pj  sin2/'-(^^^  sin2/(^^^  cos2/'j  sin(2w  -  2ro') 

—  cos(2co  -  2  0)')  |^2Qc''cos«^2^^''cos«'^'4-2q>''  sini^^Gf'sin/'é'' j 
+  si n  (  2  0)  —  2  0)' )        Qc  '  cos    2  G!,/''  sin  ï' ^■'  —  ^  Q^/'  si n  <^ ^  G[,'"'  cos  i'g'^ 

—  cos ( 2  0)  —  2  0)' )  V  2  [ Q</)  Gjf'  —  Qy'  G.l/"' ]  cos  (  ig-  +  «' ^' ) 

+  sin  (2  co  -  20)')22 1^^''"      ~  --^'^  ^'^'-1      (     +  ''^'^ 
=     l^^iQc'      -  Qi'-'  Gf'  -  QS,'-'  g;'')  +  Ql/'  G'/']  cos  (/^-  +  /'é>-'  +  2  o)  -  2  o)') 

+  ^  22  tQ^"      -  Q-^"  ^î''"'  +  -  Q-^'''        c^^^^'^''  +      '  -  2  0)  +  2  0)')  ; 

les  parties  du  second  membre  sont  égales,  car,  en  changeant  dans  la  première 
t'en  — i,  on  trouve  la  seconde.  Il  reste  simplement 

COS(2/-2/'4-  20)-  20)') 

on  trouve  de  même 

-^y(j^'  C0S(2/+2«)  =^22        [Q!.''  +  Qr]K('')cOS(4-  +  .-'^'+20)), 

(p)'cOS(2/'  +  20)')=22^"^^^'^'''"^  ^"^^"^  C0S(^^+  «V+2  0)'), 

'â)  COS(2/+2/'+20)  +  2to') 

ï.  —  m.  41 
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On  pourra  écrire  finalement 

I  9J')  =  £l^-^-Çi,  +  ils  +  a,  +  ^„ 

en  faisant 

a9.,=  i(\^,_^Q('^         cos(«^  +  «V'+2w  — 20^), 
«£23=--  «if33_2]Q"''         cos(iV+  «V+  2  6)), 
r/i2i  =  //^Pi^P"''  ^'"'"^  cos(«^+  2  0)'), 

On  a  écrit,  pour  abréger,  un  seul  ^  ^"  deux,  et  l'on  a  mis  Q''^  et  G^''^ 

respectivement  au  lieu  de  Q^"  -+-  Qi"  et      —  G^p.  On  trouve 

p(o)  — -e%        PO-'-e+^e^  1_  g".  +  .  .  . . 

2  8  192 

Ces  séries  sont  très  convergentes;  on  voit  qu'elles  contiennent  seulement  e, 
ou  e'. 

141.  La  fonction  0^-^  contient  H%  et  se  compose  de  sept  parties  différentes, 
quant  aux  multiples  de  co  et  to';  deux  d'entre  elles  sont  insensibles,  et  Hansen 
prend 

^2'^)  —  i2e  +       -H  ^^8  +       +  î2,o. 

D'après  ce  que  l'on  a  vu,  page  i85  de  ce  Volume,  on  doit,  pour  tenir  compte 
de  l'attraction  de  la  Lune  sur  la  Terre,  multiplier  les  cinq  parties  précédentes 
de  la  fonction  perturbatrice  par 

A  —  —  • 

I  +  jn 

Si  l'on  fait  en  outre 


a 


a' 

^  = 

3 
8 

33  .  , 
—  sin- 

J 

2 

8  2 

5 
8 

1 5  .  - 

J 

2 

8  2 

9 

4 

sin^  

2 

1 5 

2 

2 

^^ 

"6~ 

sin-  -  — 

2 

1 5 

4 

•  ,J  ^ 
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il  vient 


aiiç,  =  Ai^ul^g  ^^^'>  C"')   cos(%-  +■  <'^'+  3co  —  co'), 


on  a 


128  6 


La  fonction  12^^'  peut  s'écrire 


 /i 

n 


On  trouve,  en  gardant  seulement  les  termes  les  plus  notables, 
35  „,      i5„„     3       q       45  .  .>  J       5       ,    „        „,  ,. 

T       T"     8  =  <l  -  76^'"  î  +  T6«°^(^/-  ^/'+     -  ^-') 

H-     siii^-  cos(2/'+  2co')  +  g^cos(4/—  4/'+  4w  — 

on  peut  prendre 

/=i-  +  2esin^,      f'  =  g', 
=1  — 4ecos^,        (^p^  =  iH- Se'cos^', 

et  il  vient 

'  \o4         10  2/         ID '  ^ 

45  5 
+  Yg /jt.'^ M^e'cos^' —  ^/j!.^a^ecos(^  —  2^'' 4-  20J  —  200') 

(44)  {  4- -g /a- «2 cos (  2 —  2 +  2 co  —  2Go')  +  —  jui^  w^sin^  -  cos(2^'h- 2  0)') 

—  —  |UL2«2g(.Qg(3  o  _4^.'  +  4oo  — 4ùj')-i-  |^|x2«2cos(4i?  — 4^'h-4w  — 4w') 
35 
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Le  plus  grand  effet  de  ces  termes  se  reporte  sur  les  mouvements  du  périgée 
et  du  nœud. 


dW 

142.  Revenons  à  l'expression  (23)  de— tt^.  Posons 


(45) 


lin  dL 


T 


y 


\li  —  el 


41] 


ce  qui  définit  T.  ^Jous  substituerons  d'abord  les  éléments  elliptiques  dans  T,  ce 
qui  nous  donnera 

cos(/  —  9) —  il  à  (aii) 


T  — 
■1  II  — 


COS(/—  2))  —  1  +  2C 


T.^'ll(/—  ?)' 


âr 


On  a  supprimé  les  indices  o  quand  ils  n'étaient  pas  nécessaires  :  ainsi,  dans  e 
et  p.  On  va  introduire  ^  et  ^  au  lieu  de^;  on  a  d'abord,  en  réunissant  les 


termes  en  p  cos  cp  et  p  sin  9, 


2  p  COScp  (  r  I 

7^ 


cos/-  , 


cosf  ld(a 
I  —  e-'  )  J 


i_e-2  IL'"        «(1  — e-)J 


sin  /    1  d{a^)  . 

C'A 


Or  on  a  identiquement 


■p 


ff  (  I  —     )  —  p 


ipe COS9 


et  il  en  résulte 

3  d{a^l) 


2p  COS 9  r/a  ^ 
,      ^       -  cos/■ 
av/I-e^L\'• 


y/I_e2  L\''        ■     I  — / 
2psin9  Vfa   .    .      sin /"  \  ^)(aî2) 


cos /■+ (?\  (;(aî2)  . 

'  '-  a  sin/ 


—  a  cos / 


dr  ] 


On  peut  transformer  cette  expression  comme  il  suit 


9.  p  siu  9 


asj  i  —  e'^ 
20  C0SC3  -h  "iae 


a  .    ,      sin  /  \  à  (ail) 
-  sin  /  -h   ^  1  -^^^ — -  —  a  cos 


as!  I  —  ^' 


—  +«sin/-^J 


cos 

/•      ■         I  — 


.d{ai1)-\ 
^     dr  J 

a  sin  /  " 
J     Or  J 


ae  sin 


Oi'  on  a 


d'où 
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dr        ae  sin  /" 

à  g  ~  s/^  —  e'  ' 

ôv         (^2^1  _  g2  _  aecos  f  ^  i  +  e  cos/ 

àg-  r^i  —  e^  {i  —  e'-y 

dr  ,. 
-T-  ■=- —  a  cos  /, 
de  •' 

ùv  a  si  11  /'  sin/ 

de  r  I  —  ' 

d{aQ.)  _^       1       /aecos/      r  +  e  cos /\  ,   ae  sin/  (j(afi') 
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d{a^)  ^  /g  sin/ _^  sin/  \  (M^^)  _  .^(«^)^ 
et  ensuite 

d{a^)  I  _      e      /«cos/      cos/ +  e W (ai^)  4-^ïesin/ (?(ai2) 


Il  en  résulte  enfin  que  l'expression  de  To  peut  s'écrire 


(46) 


3^^^!  /.pcos9_^3  \ 
à  g        e\     a  ) 


2  p  sin 9  d{a^) 


143.  La  dérivée  ^  qui  figure  dans  se  calculera  bien  aisément  en  partant 
des  formules  (42)  et  (43),  puisque  g  figure  explicitement;  il  en  est  de  même 
de       car  on  a 

âv  ~  ôod 

Pour  obtenir  les  coefficients  de  la  fonction 

e  [    dg        ^T^^     àv    J  ' 

on  voit  que,  dans  les  formules  (42)  et  (4^),  il  faudra  d'abord  changer  les  cos 
en  sin,  et  ensuite  employer  les  multiplicateurs 

—  -  pouraî^i  et  a  , 

e 

i  2 

 \-  —   ))    a£^2>  <^^3  6t  «tî^s, 

esj  i  — 

—  -  H  ~   »    ai^6)  <^^8  Gl-  <^^^io' 

^      e  y  I  —  e^ 

•  3 

 1  ,  »  aii^elai^g. 

e      eslx  —  e'- 
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La  dérivée-^  se  formera  immédiatement,  puisque  les  fonctions  P''\  Q''\ 

A<'\  B''^  sont  données  sous  la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances de  e. 

Si  l'on  pose  maintenant 

 '-  -h  6e  —  2j  cosy  +  2J1  C0S2y  -h  .  .  .  , 


OÙ  l'on  a 


2psiii9  -    .  ^  . 

—  —         2S^' siny  +  2  sin2y 

as/i  —  e'^ 


^  3,0,  7 

cJ'  =  i  —  -  e''  -\  e*  e« 

o  192  9216 

^1             1,1,  • 
<a'  —  1  —  X  e-  H  


c    c    -T-   .  .  .  , 

92  9210 

les  coefficients  #  et  seront,  comme  on  le  verra  bientôt,  les  seuls  que  l'on  ait 
besoin  de  connaître.  On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  procéder  au  déve- 
loppement périodique  de  To- 

Hansen  représente  parT,,...,  T,o  les  diverses  parties  de  To  qui  correspondent 
à  Q,,...,  12,0,  et  il  obtient  sans  peine  les  développements  correspondants.  Ainsi, 
par  exemple,  on  a 

—  (a^cosy +.  .  .)  i  «^{Sj^fPtOKf'')  sm{i^- -h  i's') 
+  (2-f'siny  +  .  .  .  )        2         KC')  cos(.v  +  i'^') 

^-1  r    /  p(o         /9P(«)  "I 
+  »î  p.  2  |_  -        ^  +  ^'  ^ J       sin  (y  +  ig  +  ) 

On  trouve  ainsi 

T,  =    3ul  f^i^iP^i^  K^i')  sin(i>  +  i'g') 

+  ul^,^P^^,'K('')  sin(±  y  +  ig  -t-  ^V), 
T2  =    3«;|3,2  /Qf  )G('-'^  sin(/^  +  20)  -  2co') 

+  «  1  (32 ^  Q±'.'G(''^  sin (  ±  y  +  ig  +       +  2  co  -  2  co' ) , 


7 

o  • 
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T3  =    3  M?    2  i Q ^'^  K( n  si n  (     +  +20)) 

+  m2|3^2p±'''G(-'')  sin(ii=y +  + 

Tg  =    3?<2(3.2iQ(t)G(-'')sin(i^  +  jV+2w4-2w') 

+  «MSs^  0"^'''^^"'''  sin(±  y  -h  ig-h  aco  +  2&>'), 

+  AjuiM^Pe  2  A±i''"C('"')  sin(±  y  +  i>  +  «  -  ^>'). 

T7  =    3  A  |ut  «  ?  (3, 2  Bf'  D  (    si  n  (     +  ? +  3  w  —  3  ) 

Tg^    3?^fx?/2(3g2«A"''Cf-''^sin(ï^+ïV  +  w  +  w') 

+  l[Lul^,^  A±^'"C(-''^  sin ( ± y  +     +       +  «  +  (o' ) , 

T9=    3)^f/?<2|3^2  ^-TB^OCC-')  sin(«^H-iV  +  3w  — 0)') 

+  XfjL«?Pç,^B±'-'C(''^sin(±y+i^  +  «V+3o)-w'), 

Tio=    3).]uia2(3io2  iA^'^D^'')  sin(i^  +  i'g'  +  o)  —  3o)') 

+      M?  p,o2  —  7  +     +      +  "  "~  ^ 

où  l'on  a  posé 


A-'-'  =  (  1  :  1  rf  'A''  ± 


e      e  v/  r  —     /  de 
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Hansen  donne  ensuite  explicitement  les  séries  procédant  suivant  les  puissances 
de  e  qui  représentent 

P-''«,       P-^'...,  P-''-",       P-n-2,  p-<-3^ 

Le  calcul  simple  de  To  est  ainsi  pleinement  assuré. 

Hansen  donne  aussi  le  calcul  approché  de  la  portion  Tl\  qui  correspond  à 
(2^^';  mais  je  ne  crois  pas  nécessaire  de  le  reproduire  ici. 
Hansen  introduit,  à  côté  de  To,  une  fonction  auxiliaire 


r  ^       r  P       ,  -c       \  ^'^^      P   •   /  /. 


qui  constitue  seulement  une  partie  de  To,  de  sorte  que  l'on  a 

rp      p    ,        I      r  cos(  f  —  (())  —  i']  daQ, 

■1  0  —  ^0  +    ,  =-     —  I  +  3  p 

v/i  —  e2  L 


v/i  —  e2  L  —  e') 


On  a,  comme  on  le  voit  aisément,  en  désignant  par  G,,  Ga,  ...  les  diverses  par- 
ties de  Go  correspondant  à  ù,,  lîj,  . . 

ce  qui  tient  à  ce  que,  dans  ces  deux  cas,  on  a 

_  _ 

Dans  tous  les  autres  cas,  G  et  T  sont  différents.  Hansen  apprend  à  former 
les  développements  de  Go,  ...,G<o:  mais  ce  que  nous  avons  expliqué  pour  T 
nous  paraît  suffisant.  Les  développements  sont  de  la  même  forme  ;  seuls,  les 
coefficients  diffèrent. 

144.  On  a  considéré  dans  To  les  développements  périodiques  des  deux  fonctions 

apcos©      „  apsin© 

 ^  4- 3  e    et  —  

a  a 

et  l'on  n'a  formé  que  les  termes  en  cosy  et  siny.  On  a  pu  opérer  ainsi  en  vertu 
du  théorème  suivant  : 

Soient  G  et  H  des  fonctions  de  t  seul,  l'expression 

'pcos©      3  \  psincp 


2 
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peut  être  développée  sous  la  forme 


y.— +00 

cos 


^       sin  ' 

où  X  désigne  un  nombre  entier,  mais  ^  et  peuvent  avoir  les  valeurs  les  plus 
variées.  Il  s'agit  de  calculer  a'^^',  a^^^^,  . . .,  connaissant  a^^)  et  a^-^^.  Hansen  in- 
troduit le  développement  de 

£_  =:n —  6^4-27  R^'''  cosxy. 

1 

Or  on  a  (t.  1,  p.  219,  220,  226  et  226) 

p  coscp  _ _  3  y  ^Jx(xe)  cosxy 

1 

n.  e  X 

1 

e2_42Jx(xe)^ 


oP-  2 


On  en  conclut 

p  cos  9  _ 


2  Jx(xe) 


2 

1 


p  sin  cp  _     y/i  —  e 


^  xR(^)  sinxy, 


1 


La  valeur  x  =  o  est  exclue,  ou  plutôt  le  terme  non  périodique  de  F  est  nul 
Supposons  maintenant 


_  iG==2V  cos(ai  +  P), 
2 


^y/i  — ^;sW  sin(a^  +  (3). 
2e 

T.  —  m.  "^^^ 


33o 

Il  viendra 
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+  00 

2  2à  y-^cJT      ^WRwj  cos(xy  +      +  (3) 

2  2à  y~dr  ~  ""^^""n  cos(-  xy  +  +  (3). 


Or,  en  changeant  x  en  -  x,  le  premier  ternie  de  T  s'échange  avec  le  second; 
on  peut  donc  écrire 


(47) 

en  faisfint 


r  =  ^  aC''-^C0S(x}/  4-  + 


a(x),^V-^J  hxWRf'^). 

de 


Rappelons  que  a'**^  ^  o. 

On  a,  en  mettant  —  x  et  ±  i  au  lieu  de  x, 


d\\(^^ 

a(i)  =  V^4-WRC), 
(iRC) 

a(-»;zz-.v^-WR(^', 


On  en  tire  d'abord 


ad)  +  a(-») 
2  dii^')~ 
de 


W  — 


puis,  en  portant  dans  les  expressions  de  a'^^  et  de  ol-^'^-K 
(48) 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger. 


—  -^(x)  Q(x) 


(49) 


dW^^ 
de  RC) 


c/RW 

[{(•-<) 

de 
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Dans  ces  formules,  on  ne  doit  pas  attribuer  à  x  de  valeurs  négatives.  Les  rela- 
tions (48)  constituent  le  théorème  annoncé;  on  pourra  s'en  servir  pour  calculer 
a(2\  cl(^\  a.^-^\  . . .  connaissant  a^'^  et  7S~'\  On  a,  par  exemple, 


r 

8 

e'  — 

I 

192 

Rt2)  =  - 

I 

4 

r 

1  2 

e*  — 

R(3)  ^_ 

8  "  + 

9 

128 

— 

I  2 

I 

1 5 

on  en  conclut 


yj(2) 

2  ^ 

-  e3  -L- 
8 

0  e'' 

yi(3) 

3 

=  8 

3  . 

A,. 

128 

-^('.) 

-  - 
~  3 

.  .  . , 

12,5  ^ 

7  20  . 
 A- 

384 

-  e3 

192 

+  .  .  ., 

3  , 
I 

4o 

64o 
+  .  .  ., 

+  .  . 

Il  suffira  donc  d'effectuer  tous  les  développements,  en  ne  prenant  que  les 
termes  où  y  est  multiplié  par  d=  i;  on  en  déduira  ensuite,  tout  à  la  fin,  avec  la 
plus  grande  facilité,  les  coefficients  des  termes  dans  lesquels  y  est  multiplié 
par  ±2,  ±3,  —  On  n'aura  pas  besoin  d'aller  bien  loin,  car  e  est  petit,  et 
Y]^''^  est  de  l'ordre  x  —  i,  6'"''^  de  l'ordre  x  h-  i. 

145.  Occupons-nous  maintenant  du  développement  des  fonctions  dont  dépend 
le  calcul  de  la  latitude.  Nous  remarquons  que,  en  vertu  de  la  définition  même 
de  P  et  de  Q,  on  pourra  prendre,  en  faisant  N  =  Nq,  ces  valeurs  approchées 

(5o)  P  =  o,       Q=:2sin-%  K;=Ko. 
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Nous  écrirons  d'abord  comme  il  suit  les  équations  (39) 
l  J 

I                                      cos-  ,  , 
-i-  =  -  «0  a  Q  +  «0 B  H-  ^  ^  cos  [ Ti;  -  No  +  K  -  «0  (  «  +  in  )  ^ ] 

Clt  COSl  CIL 

J 

2  da' 

 sin[7r;  — No+K  — /^o(a-^•^)^], 

cosi 

J 

cos-  , 

^=    «oaP^^/îoC  ^^sin[7r'o-No+K-  n,{a  +  n)q 


(5i) 


J 

cos- 


J 

-      -^^'cos[7i;-No+K-«o(a  +  ^)0, 
cosf  dt 

f  ^„.D+  ^  (q!|'h-P^|:)cosK-N.+  K^..(.+  -«)0 

4  cos  -  COSi' 
2 


4  COS  -  COSi 
2 


où  l'on  a  posé 


«„B^--A^cos^-^+^P^j 


(52)  ^^noC=  âP  ~4^^j^ 

Avec  les  valeurs  approchées  (5o),  il  vient 

^               T           ,J  da^                       I         .    J  daQ. 
Bo  =  — =cos'-  -jTT-,        Do= —  sin-  -TT^- 

Si  l'on  fait  abstraction  des  termes  dépendant  de      et  de        on  aura 

:r  COS- 


«0  dt  y/i          ^2  2 

^/6K  I  .  J 

 r  =  — ,  sin  rp—: 

no«^       2y/i_e2  2 

d'où 

.  J 

sin  - 

ÔK3=  ^ÔP. 

2  cos^  - 

2 
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Cette  relation  est  encore  très  approchée  dans  les  approximations  suivantes. 

Soit  A  le  terme  constant  du  développement  de  on  aura,  en  écrivant  que 
P  et  K  ne  contiennent  pas  de  terme  en  t,  ou  que  les  seconds  membres  de  la 
première  et  la  dernière  des  équations  (5i)  ne  contiennent  pas  de  parties  con- 
stantes, on  aura,  disons-nous, 

—  2  n.  oc  sin  7=  A  cos-  -—o, 

"         2       ^i_e2  2 

n,n  +  — ==Asin-  r=o, 

d'où,  en  éliminant  A, 

Y)  —  a  t  ang^  -  ; 

cette  relation  subit  une  correction  sensible  dans  les  approximations  ulté- 
rieures. 

146.  Occupons-nous  du  développement  des  quantités  B  et  C,  définies  par  les 
équations  (52).  On  a 


d'où 


2  sin  -  sin  (N  -  No)  =  P,       2  sin  ^  cos  (N  -  No)  =  Q, 


sin^-=  7  (P^+Q-^), 

1  4 

sin*-r^  4(P'^2P2Q2+Q*), 

2  16 

sin^^  sin2(N--No)  =  -PQ, 

sin--cos2(N  -No)  =  7(Q'-  P''), 
2  4 

sin*  -  sin2 (N  -  No)  =  ^  (P^Q  +  PQ^), 


sin*  ^  C0S2 (N  -  No)  =  -j^  (Q*-  P*), 


2 


sin*  -  sin4(N  -  N»)  =  7  (PQ^^ -  QP^), 

sin*  ^  cos4(N  -  No)     ^  (P^-  6P2Q'-  +  Q*). 

Il  est  facile,  à  l'aide  des  relations  précédentes,  d'introduire  P,  Q  et  K  dans  les 
expressions  (42)  et  (43)  de  12, ,  12^,  • O.o- H  faut  encore  cependant  se  rappeler 
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les  formules  de  la  page  3i  i, 

a)  =  No+K  +  «o(7  H- a  — r;)^+ (N  — No), 
co'=No-K  + no(/+ a  4--/])^  +  (N  -  No). 

Prenons,  par  exemple, 

2^^"'2  ~  2  ^''^'2)  ^é'-H-t'é^-'  +  2No+2K 

+  nQ{iy  +  25<  —  2Y])^  +  2(N  —  No)]. 

Nous  trouverons,  en  posant 

X  —  ig  +    0'+  2N0+  2K  +  «0(2/  +  2a  —  2Y])/, 
a%=  u\  2  Q"'K('')  [    I      Q—  ^P^)  coscil.  -  ?  PQ  sin.1, 

-  ^(Q'*-P')  COS.^  +  A(p3Q  +  pQ3)sin.l>j; 

il  n'y  a  plus  qu'à  réunir  les  termes  en  cosji.  et  sino.1,. 

C'est  ainsi  que  Hansen  a  obtenu  les  expressions  de  O,,  . . (p.  i55).  Il 
est  facile  de  former  les  dérivées  -'^ll^'M^'  ^P^'^s  quoi,  les 

formules  (02)  donneront  les  expressions  des  diverses  parties 

Bi,  Bio    de    B;       C,,    C2,  de  G 

elles  montent  au  cinquième  degré,  relativement  à  P  et  Q. 
Pour  la  première  approximation,  il  suffira  de  faire 

P  =  o,  Q=:2sin^î^. 

2 

On  trouvera  ainsi  les  expressions  de  la  page  i58;  je  me  bornerai  à  en  repro- 
duire seulement  quelques-unes 


B, 


-    9sin^i  + 
2  2 

V  X  — 

u\ 

-    3  siii^  -  + 
2 

\/i  — 

y/i-  ' 

^i5 

V8 

8  2 

2  CO  —  2  (i)'), 


On  voit  qu'on  passe  bien  aisément  du  développement  de  -  ^     à  ceux  de  B  , 
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B2,  . . .,  G,o»  en  multipliant  les  coefficients  par  des  facteurs  convenables  dépen- 
dant de  J,  et  changeant  au  besoin  les  cosinus  en  sinus. 

Hansen  dit  que  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  n'est  pas  d'un  usage 
facile,  parce  que  les  inconnues  sont  loin  d'entrer  seulement  au  premier  degré. 
Il  préfère  arriver  au  résultat  par  la  méthode  des  approximations  successives  ;  il 
insiste  sur  la  nécessité  d'éviter  les  opérations  qui  diminuent  la  convergence  des 
séries,  comme  par  exemple  le  développementdes  diviseurs  suivant  les  puissances 
de  m. 

147.  Dispositions  pour  le  calcul  des  termes  d'ordres  supérieurs.  — 

Reprenons  l'expression  de  T,  en  l'écrivant  comme  il  suit 


cos(/-  cpo)  ^  +     sin(/-  j 


ou  bien,  mettant  a  à  la  place  de  a^, 

6  ^  L 


— ■   TtLcos(/~cpo)-iJ-.  h 


y/' 


da^l  Po  ■  /-^  \  àaQ, 
-3  h  !-  sin(  /—  <x>o)r  —, — 


Po 


[cos(/-  9o)-'] 


(53 


On  doit  y  remplacer  r  par  r(i  4-  v).  Posons 

'  "nf  sin(  ^ 
r 

daïî 


sji  —  el  à(.) 


G 


r  

dr 


[j  —  2  /?.( 


Po 


«0(1  —  el'. 
fin  âa^ 


[cos(/~  cpo)  -  i] 


il  désignant  ce  que  devient  ù  quand  on  y  remplace  r  par  r.  Nous  ferons 

(54)  T:.^(Th-ÏÏ 


Pour  obtenir  T  lui-même,  il  faudra,  au  lieu  de  r,  mettre  r(i  -+-  v).  Or,  ù  se 
compose  de  deux  parties  12''^  et  Q^^^  contenant  respectivement    et    en  facteurs  ; 


-j^  comprendra  les  facteurs  r  et  r^,  et  il  en  sera  de  même  de  -  —  •  Soient  T''^ 
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et  T'^^  les  deux  portions  de  T  qui  répondent  à  O^^'  et  Ù^^K  On  aura 

_  7^2  _ 

ou,  plus  simplement, 

T(2)  ^  X(2)  _^  (Ji2)(2v  +  V^)  +  ÏJ(2)  j^l^  (14-  v)='  -  ij  +         (3v  +  Sv^-H  v^). 


(55) 


Les  quantités  O'^^  et  il'''  dépendent  de  /,  nz.,P,Q  et  K. 

On  peut  opérer  de  même  pour  les  fonctions  B  et  C.  En  se  reportant  aux  for- 
mules (52),  on  posera 


B  =  COS^  -  -TTT-  +  7  P 


I       /      ,  J  àa^î      I  ^  daiî 

C  =      -,  .    cos^ -  -vf^  —  jQ 


et,  si  l'on  divise  B  et  G  en  deux  parties  qui  correspondent  à  ù^'^  et  (2''',  on  trou- 
vera 

!-      -  r         h  ~\ 
-     -  r       'h  1 
B(2)  —  K(2)_^B'2)  lii+^Yj^  M' 

et  des  formules  analogues  pour  C'^'  et  C'^'. 

On  voit  qu'on  a  préparé  les  formules  de  façon  à  pouvoir  tenir  compte  des 

valeurs  troublées  de  v  et     —  i . 
Hansen  pose 

et  il  introduit  partout     et  â     au  lieu  de  v  et  de      On  a  d'abord 

Ç  =  W   W^-h  z^W^-h-  .  -  , 

2  O 
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il  est  facile  ainsi  de  développer  les  coefficients  des  formules  (55)  et  (56)  sui- 

h 

vant  les  puissances  des  petites  quantités  w  eil-^- 
La  formule 


dt  dp 


donne 


d'où 

(  è         -  n,  f\l^''  -hl^'^  (2v  ^  v')\  dl 
{  -  Ho  f  [l(^)  +  ï'^'  (3v  +  3    +  v')\  dt. 


(57) 


C'est  ainsi  que  l'on  calculera  S 


h 


On  peut  aussi  calculer  autrement  sans  intégration,  lorsque  nBz,  v  et  j 
sont  supposés  connus.  La  formule  (i3')  donne,  en  effet, 

_2 

h      ^         '  dt       sJT^^,  «5 

On  en  déduit,  en  faisant  n^z  =  n,t     c^-]-  n,  h,  et  supprimant  l'indice  zéro, 

l  ha  ^ho      dèz  2      /       ,    -N  '^^^ 

(57')  \  ^  v/i^  L«;    -^s-       2  •'é-'  J 

■  r.  0-^  1 

+        ■  4-  -3— «  oz  H  ^  .  .  .     (2V  -h  . 


Les  fonctions 


T,    G,    U,    t,    B,  C, 


sur  lesquelles  repose  maintenant  le  calcul  des  perturbations,  sont  des  fonc- 
tions des  quatre  variables 

nz,    P,    Q    et  K. 


Il  faut  trouver,  par  la  série  de  Taylor,  les  accroissements  des  fonctions 
T.  ~  IlL  ^2 
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T,  . . .,  développées  suivant  les  puissances  de  Ss,  SP,      et  SK.  On  fait 


nz  =  g     n  àz, 

OÙ  g  est  l'anomalie  elliptique  moyenne  de  la  Lune.  On  aura 

2  dQ^  2  ôv^-  ogaV  (Ig'àQ  âg  oK 


+   J^Li^'  àzy-dP  +  -  -^"^  {n  dzydQ  -r-  -         {n  âzy-  dK 

2  dg^  oP  2  dg'  oQ         '  2  dg^ 

2      dP^  2  dg  oQ^  2  dé'-  dK^ 

rP  T  d^  T  d3  T 

'     ndz  §P  ÔQ  ^-  ,   '  âP  ÔK     T-^VrHiz  «  0- 


d^-dP^^Q  ^     d^dPdK  '  di'  dQdK 


On  va  simplifier  un  peu  cette  formule  en  y  supposant,  comme  on  l'a  fait  à  la 
page  332, 

ÔK  =3  -  F  dP, 


ou 


.  J 

sin  - 

2 

2'J" 

2  COS^  - 
2 


On  trouve  que  l'on  peut  écrire 

T     To  +        n  èz  +  R  ap  -  u  Y      4  -  ^  (  «  dz  y+'^ndz  dP  -  h       n  dz  àO 
dg  2  dg'-  ^       '      ôg  dg  ^ 

+  -  SÔP^+VÔPaQ-h  -ZÔQ^+  '^(^nàzy-\-  -  Ç^(,iô^)2ÔP 
2  2  6  dg^  2  d^'^ 

+  -  ?T('ï^-2)'âQ  +  -^nàzàP^-\  'E^ndzèPàQ  4-  -  '^nàzdi)\ 
2  d^2  ^       '    ^     2  d^  d^  2  d^ 


OÙ  l'on  a  fait 


^^-^"^dK'  dô' 

dP'  dPdK^'  dK^' 

V_  ^^Tq  d^To  _d^To 

dPdQ        dQdK'  dQ^ 
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Hansen  condense  ainsi  cette  expression 
(58)         T  =  To+^%.a.-i^(«^.r+^^°(«5.)^+HÔP-^NaQ. 
en  faisant 

H  =  R  +    «  as  -f-  -  4^  (  /i  as  )^  4-  -  L  âp  +  M  ao , 
N  =  Y^-^«as-^  -  ^(«as)^  +  -oao, 

dg  '2  dg^  2 

L  =  S  4-  ^  as, 

dg 

M  =  V  +  ^  n  as, 
âg 

âg 

148.  Calcul  du  développement  des  quantités  R,  Y,  S,  V,  Z.  —  Je  vais 
prendre  pour  exemple  les  développements  de 

•  J 

'  ~  (?P         âK  "  dP  ,  J  (?K  ' 

2  COS^ - 

Y  — 


On  a 


On  aura 


T,      3  «2  (3^  2  «  Q"''  G^'"'  sin  (  ig  -t-  f'^'  -h  2  «  -  2  w'  ) 

-4-     (3,  ^  Q±''^'G<''^  sin  (±  y  +  ig  +  2w  —  2w'), 

3      3.,J      3.,J      3  ,J 

S,  —  sin^  -  +  7  sin*  -  =  V  cos*- ? 

■^       42        24       2-4  2 

cos^^J-  sin(N  -  No)dP  +  cos(N  —  N»)  t/Q, 
w  —  w'  =  «0  (  y  —  /'  —  2  Y)  )  ^  +  2  K . 


(?(oj--o)')_  _  ^  —  w')        (j(co  —  go')   ^ 


et,  à  l'époque  zéro, 


JP   ""^  dQ  1  ' 

cos  - 

2 
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Il  en  résulte 

R2=:      Sul^.^iQ''^  G^''^  C0S(î>4-i'^'  +  2C0—  2  0)') 


ul^-2^Q-'''G^''^  cos{±  y  +  ig-+'i' g'  +  2  (ù  — 2  (^')  \  \    cos^  ^ 


Ys—  Sul  2  ^'Q^''^^'"'  s\n{ig  -f-  i'g'-\-2M  —  2co') 

+      2  Q±i,zQ(n  sin(±y  +  ig-i-i'g'  —  200') 

or 

d^,  dj      3  .  j    ,j  2 . 

-TT  -T?-^  —  sin  -  cos^  -  =  î"  P2. 

cos^  - 

2 

Donc,  pour  avoir  le  développement  de  Yg,  il  suffira  de  multiplier  celui  de  Tg  par 
J 

;  pour  obtenir  le  développement  de  Rg,  il  faudra  employer  le  même 


2  sin 

2 


2  J 

cos^  - 

2 

.  J 

—  2  sin  - 

multiplicateur   et  changer  en  outre  les  sinus  en  cosinus.  On  verra  tout 

cos^ 

2 

aussi  facilement  ce  qu'il  y  a  à  faire  pour  trouver  le  développement  de 

Ri,    R?»  Rio?      Yi,   Y3,  Y]o; 

S„  S,;       V„  V,;       Z„  Z,. 

Les  développements  de  S,-,  Y,-  et  Z,-,  pour  i  =  6,  10,  ne  contiennent  rien 
de  sensible. 

On  peut  maintenant  faire  pour  B  et  C  ce  que  l'on  a  fait  pour  T;  c'est-à-dire, 
trouver  les  développements  de  ces  quantités  par  la  série  de  Taylor,  quand  on  y 
augmente  z,  P,  Q  et  K  de  ^z,  SP,  oQ  et  SK.  On  aura,  comme  à  la  page  338, 

B  r=  Bo  +  ^  n  dz  -\-  R  aP  +  Y  aQ  +  .  .  . , 

og 

Comme  les  expressions  de  nB^  et  nCo  ont  été  données  de  façon  qu'on  puisse 
lire  immédiatement  leurs  développements  sur  celui  de  -  on  fera  de  même 
pour  les  développements  des  fonctions  R,  Y,  S,  V  et  Z,  qui  correspondent  àB 

etc.  On  donnera,  pour  -.^i^^,  •  •  • ,         ..>  les  facteurs  par  lesquels  il  fautmul- 

y  I  —  e-  \/ 1  —  6?^ 
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tiplier  chaque  terme  pour  avoir  le  terme  correspondant  des  R,  Y,  On  dira 

en  même  temps  s'il  faut  changer  ou  non  les  cosinus  en  sinus. 

On  a  dit  plus  haut  que  la  relation  oK  =  -FoP  est  rigoureuse  seulement 
pour  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice.  On  va  voir  quelle  déviation 
elle  présente  quand  il  s'agit  des  puissances  plus  élevées. 

Remarquons  que,  si  l'on  n'a  pas  égard  aux  termes  en  /  et  q\  la  dernière  des 
équations  (Sq)  est 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  vertu  des  relations  (52), 

dY.  _  CP-BQ 

(^9)  7^-"''^    .      ,.l  * 

°  4  cos^  - 

1 

Les  formules 

P  =  2  sin  i  sin(N  -  -  No),       Q  ~-  2  sin  - cos(N  —  No  ) 
2  2 


donnent 


par  suite 


p  =Po  +  âP,  Q  =Qo+^Q, 

Por=  2  sin  ^  sin(No-  No),       Qo=^  2  sin  ^  cos(No-  No), 


P  =  ÔP,       Q=2sin^+aQ,      sin^J  =  ^(P^4-Q^), 
cos^  i     I  _    (P^  +     )  =  I  -  ^  (4  sin^  ^  +  4  sin     aO  +  ÔQ^  +  ^P^) , 

d'où,  en  négligeant  les  cubes  de  SP  et  §Q, 

sin^  i  +  3sin^^« 

_I_  =  -L^  +  V     +  — ^P"^  ^  âQ^  + . . .  ; 

cos^^      cos^-°      cos^'^  4cos*7  4cos^-r 

2-2  2  2  ^ 

on  aura  ensuite,  avec  la  même  précision, 

_^=,^_iB  ^  +  — 1— -CÔP-B  ^ÔQ 

n,dt  2    ^^^,Jo      4cos^J_o  ^^^,,Jo 

2  2  2 

sin^  sin^^  .  3  +  sin^î^ 


 VcâpaQ  V^^'^P'-si"-  T^BaQ^ 

4cos^'^  8cos^'^  '  8cos«'^ 
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On  a  d'ailleurs,  par  les  formules  (39), 

—  —  —      ocQ  4-  «0  H, 

d'où 


B  =  -, — h  a  2  sin  — 

«0  \  2 


11  en  résulte,  en  portant  cette  valeur  de  B  dans  le  second  terme  de  l'expression 

de  — r' 

«0  clt 

^7-vi-F^--atang^J5 +      ^---aP-f  ^^B  +  aF  | 

fhdt  n^cit  ^   2       ^       ,J„  \     ,  ,Jo 

4  cos-  \    4  cos^  ^ 

sin^^  sin^  S  +  sin'-^ 

^    BÔP^H  C  ÔP      -  sin  ^   r^B^QS 


Scos'^::^  4cos'^^  ^  8cos«^ 


2 


où  l'on  a  posé,  comme  antérieurement, 


Si  donc  on  fait 


.  Jo 

sin  — 

2 

2  cos'-  — 

2 


^  ÔP 


(60) 


•2 


[/ — ^  +  2fA  b  h-  ^fI  ao 


sin^^                           3  +  sin^^^ 
^    BaP^-,  VcâP^Q-sin::^   r^BÔQ'S 


8cos*^  4cos^^  ^  8cos«'-^ 

22  2 

on  aura 

(6.)  ^=^_.,ang,_^  +  X. 

Telle  est  la  formule  qui  permettra  de  calculer  IjL.  Hansen  dit  que  X  n'exerce 
guère  d'influence  que  sur  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud.  Les  perturba- 
tions §P,  SQ  qui  dépendent  de  dp\  dq'  (p.  3i8),  et  qui  sont  ici  négligées  par 

3  ^  dàV 


Hansen,  ajouteraient  au  second  membre  de  (6t)  le  terme  4-  -0 

149.  Substitution  des  valeurs  numériques  dans  celles  des  expressions 
précédentes  qui  sont  entièrement  connues,  —  Hansen  donne  les  valeurs  nu- 
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mériques  adoptées  pour  /Zq,  e^,  J^,  n',  é ,  ny' ,  m,  m! .  Il  en  conclut  les  valeurs  de 


n'  a               3  / 1  H-  m    ,  \  —  m 

n  —  —,        --  =  1},=.^/ — ■  ,11-,        kzzz — ■  , 

n  a'      '       y  I  +  m'  i  +  m 

puis  de 

[3i,    [3,,            ^,0,  A('>,    B('\            D<'\  PC),    Q('),    K"-'),  G'^, 

et  le  développement  des  dix  parties  (42)  et  (43)  de  la  fonction  perturbatrice, 
ou  du  moins  de  +  O'^^] ;  il  donne  les  logarithmes  des  coefficients  des 

divers  cosinus.  Puis  vient  le  développement  de  la  fonction  To  et  des  fonctions 
correspondantes  R,  Y,  S,  V  et  Z  suivant  les  sinus  des  multiples  de  y,  g,  g ,  w 
et  w',  le  coefficient  de  y  étant  toujours  o,  ou  ±1.  La  même  chose  est  faite 
ensuite  pour  la  fonction  Gq  et  les  quantités  R,  Y,  S,  V,  Z  correspondantes,  puis 

pour  Ho,  R,   . . ,  Bo,  R,  .  . . ,  Cq,  R,  

Hansen  dit  que,  pour  déterminer  les  inconnues,  il  n'a  pas  employé  la 
méthode  des  coefficients  indéterminés,  mais  celle  des  approximations  succes- 
sives. On  intègre  d'abord  en  ayant  égard  à  la  première  puissance  de  la  force 
perturbatrice.  Les  développements  précédents  de  Tq,  Bo  et  Cq  sont  portés  dans 
les  équations  différentielles  qui  doivent  déterminer  nz,  v,  P  et  Q.  On  effectue 
les  intégrations  qui  se  réduisent  à  des  quadratures. 

On  calcule  aussi  §^  à  l'aide  de  la  formule  (57)  bornée  à 

On  substitue  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  dans  les  équations 
différentielles;  mais  on  doit  faire  intervenir  cette  fois  les  diverses  fonctions 

R,  Y,  S,  V  et  Z,  et  aussi  v,      et  S      On  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  deux 

approximations  successives  donnent  les  mêmes  résultats. 

Les  approximations  sont  beaucoup  plus  lentes  pour  certains  coefficients  que 
pour  d'autres;  elles  le  sont  surtout  pour  les  coefficients  affectés  de  petits  divi- 
seurs. Il  y  a  divers  artifices  que  suggère  la  marche  des  nombres,  et  qui 
permettent  d'abréger  un  peu  les  calculs. 

Hansen  dit  que,  pour  obtenir  les  expressions  finales  employées  dans  ses 
Tables  de  la  Lune,  il  a  dû  faire  douze  ou  treize  approximations  qui  lui  ont 
demandé  environ  trois  années  de  travail.  Il  s'est  proposé,  dans  la  Darlegung, 
de  vérifier  que  ses  formules  numériques  satisfont  aux  équations  différentielles, 
à  de  petites  fractions  de  seconde  près. 

Pour  y  arriver,  il  procède  à  une  nouvelle  approximation  fondée  sur  les 
expressions  employées  dans  les  Tables,  laquelle  ne  devra  rien  modifier.  Cette 
longue  vérification  est  exposée  en  dét&il. 
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Hansen  donne  d'abord  les  développements  numériques  qui  lui  servent  de 
point  de  départ  pour  n^z,  q^,  P  et  Q.  Il  en  conclut  ceux  de  ^(nSzy, 

( n  ^zY ,     ,  2w^  et  /iw\ 

24 

Il  aurait  pu  se  borner  au  terme  en  (n^zy-,  s'il  introduit  {n  Sz)%  c'est  plutôt 
pour  montrer  que  ce  terme  peut  être  négligé.  Les  plus  grands  termes  de  -^nlz, 

2  'dg^^^'^^y^  6  ~d^^^^^y  respectivement  pour  valeurs  226",  3"  et  o",io. 
Puis  viennent  les  développements  des  quantités 


V,    2v  +  y%    3v  +  3v^+v% 
qui  se  déduisent  des  précédents. 

h 


On  calcule  les  divers  termes  de       par  la  formule  (57),  et  la  constante  d'in- 


(h 

On  peut,  après  tous  ces  préliminaires,  procéder  au  développement  de  T.  On 
le  fait  par  la  formule  (58),  après  avoir  calculé  les  développements  auxiliaires  de 

S,  V,  Z,  ^/iS^^S^,  ^/^Ss==V,,  ^/iSs=.Z,,  S  +  S,  =:L,  V  +  V,  =  M, 
Z  +  Z,  =  0,R  +  g«&  =  R„,;^(«S.)»=R„Y+g«S.=Y„^|ï(«S.)'=Y„ 

-LSP,  MSQ,  h, -OoQ,N. 

2  2 

Hansen  ne  s'occupe,  dans  le  Tome  I,  que  de  celles  des  perturbations  qui  con- 
tiennent w  et  co'  de  la  façon  suivante  : 

ow  +  ow',    20l»  —  20',    t\(xi  —  /io)',    6w  —  ôw'. 

Pour  les  autres  termes,  qui  sont  moins  importants,  on  les  trouve  dans  le 
Tome  II,  et  Hansen  a  simplifié  leur  calcul  à  l'aide  d'un  principe  particulier. 
Un  même  Tableau  réunit  les  développements  de 


dont  la  somme  donne  T. 
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La  même  chose  est  faite  ensuite  pour  G  et  S;  puis  on  calcule  ÏÏ  par  la  for- 
mule (54) 


U— T-G -2 


Pour  avoir  maintenant  T,  il  faut,  d'après  la  première  formule  (55),  calculer 
les  produits 

,  I(2V-hv'-). 


On  exécute  la  même  série  de  calculs  sur  B  et  C. 

Hansen  calcule  ensuite  les  coefficients  de  SP  et  de  SQ  dans  l'expression  (60) 
de  X;  les  termes  périodiques  sont  négligeables,  mais  la  partie  constante  est 
appréciable,  et  elle  intervient  dans  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud. 

Après  avoir  développé  la  fonction  T  et  calculé  les  valeurs  numériques  des 
coefficients,  il  faut  revenir  à  la  fonction  dont  la  dérivée  est  liée  à  T  par 
l'équation  (p.  824) 


(62) 


iIq  dt  ^/ 1  — 


Comme  j  est  de  l'ordre  de  la  force  perturbatrice,  on  peut  remplacer  dans  le 
second  membre  Wo,  ^  et  \  par  leurs  valeurs  fournies  par  l'approximation 
précédente.  Mais  Hansen  préfère  se  livrer  à  une  intégration  directe,  de  façon  à 
prouver  que  les  chiffres  de  ses  Tables  sont  bien  exacts. 

On  a  (p.  309) 

h.        h  po  I  4-  e  cos  (  cpo  +  «0  r  ^  +     —  X  ) 

(63)  W.  =  -.-^  +  a^^-  r=r7i  ■ 

OU  bien 

(64)  Wo  =  E  +  r       coscpo  +  ^o)  +  sin9o, 
OÙ  l'on  a  posé 

h  e  cos  (  X  —  /^o/  ^  —  Ti'o  )  —  gp 


K      '>^li      0     '1  gÇQS  (X—  «pr^  —  Tïo)  — 


ho 

h  esin  (7  —  «o.r^  —  "^o" 

  ri  'Jt  .  

d'où 


(65)  '^=^77; 


i  H  6.1=  —  I  -,  1-7- 

2  h  An 


T.  -  III. 
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(66) 


V  =  T 
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y       h  a'I 


—  el  Ih  ày 

Alors  la  formule  (62)  donnera 


riç^clt  dy        20I  dy 

On  tire  d'ailleurs  de  (63) 


\Ji  —  e'î 


2        j  ~dy 


2/i 


dy 


ecosix  —  Hoft  — Tin) 


dy 

^posin  9o 


r  i^poCoscpo  ^  (?poSin<po 
«0       dy  dy 


—  el 


On  a  d'ailleurs 


Il  en  résulte 


p:i  ^^W„ 


al    dy        2  a-         t^y       \  J  2r/„^  r/ 


2««  ày  a,s/i-el 


coscpu  —  Tsin  9u). 


L'expression  ci-dessus  de  ^^-^  deviendra  donc  simplement 


(67) 


La  fonction  V  qui  est  liée  à  ï  par  l'équation  (66)  a  évidemment  la  même 
forme;  elle  se  compose  d'un  ensemble  de  termes  tels  que 

(68 )  V "  AoSin  (     [3^  +  Ô  )  +  A_,  sin  (  -  y  +        +  0)  +  A,  sin  ( y  +  n,  (3^  +  5), 

OÙ  Ao,  A,  et  A_,  sont  des  coefficients  numériques,  p  et  G  des  constantes.  Nous 
poserons 

(69)  Wo=  Hocos  («o(3^  +  9)  +  n_i  cos(-  y  4-  71,(^1  +     +  Hi  cos  (y  4-  n.'^i  +  0), 

et  il  faudra  déterminer  les  coefficients  IIo,  II,  et  n_,.  Nous  avons  fait  antérieure- 
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ment  (p.  026) 

cosy  -h  . . ., 
^"siny4-..., 


OÙ  l'on  a 

L'équation  (f>4)  devient  donc 

Wo  =  ï  +  ï  J  cosy  +  ^.f" sin y  4-  

En  comparant  à  la  formule  (69),  il  vient 

j     E  =  Ilocos  (/<o(3^  +  9)> 

(71)  r^=:(n_,  +  ni)cos(/?.o(3/  + 9), 

(  ipr=(n_i-n,)sin(/io(3^  + 9). 

L'équation  (67)  devient  ensuite,  quand  on  a  égard  aux  relations  (68),  (70) 
et  (71), 

—  (3noSin(/îo(3^4-  0)  -  pn_.isin(~y  +  «o|3^  +  0)  —  iSHi sin  (y  +  n^l^L-^-  6) 
+     (n_i  +  ni)cos(/io(3^+  9)^"siny 

—  4^  (n_i  —  n,)  sin  (/?o(3^  -H  9)  (^^r'cosy  —  ^  6^0^ 

—  AoSin  {n^^t  +  B)  —  Ai  sin  (y  +  /Zo[3^  +  0)  -  A-iSin  {  - y     n^(^t  +  B)  —  o. 
Si  l'on  ésfale  à  zéro  les  coefficients  des  sinus  des  arcs 

n^(^t  +  d,     —  y  +  «o(3^-+-9    et    y  +  + 

on  trouve 

[3no  +  Ao  -  /n_i  +  iw,=:o, 
(3ii_,  + A_.  + /'n_,  -  rn,  =  0, 

(SHi  +Ai  +  z"n_i  - /'Hi  =  0, 
où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 


po 

«0 

COS90-+ 

3 

po 

sin  9o 

«0 

 ^ 

8  192 


9216 


19^ 


9216 


En  résolvant  les  équations  précédentes  par  rapport  aux  inconnues  II,,  II,  et 
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n_,,  qui  y  figurent  au  premier  degré,  il  vient 


(r-[3)A_,-  fA, 
rA_,-(f +  P)A, 


n  -   ^  +  -n  --n 

llo  ^   +  pli-,  ^11:. 


On  peut  simplifier  les  formules  précédentes  :  on  trouve  en  effet  sans  peine 


I     ,        23     ,  327 

4        90  io3d 


1  _  _  e2  /  ^4 


96 


167 
J  536 


32 


96 


247 

i536 


On  peut  prendre  sans  inconvénient  l'=-y,  car  e'  est  extrêmement  petit.  On 
trouve  ainsi 


(73) 


-n.  = 

A, 

r 

[3-7 

-ITo 

i"  — 

5      -,    ,  247 

24  (536 

i  — 

i5  3  43 
+  64 

L'intégration  se  trouve  effectuée,  et  l'expression  de  résulte  des  for- 
mules (69)  et  (73). 

Les  formules  sont  en  défaut  lorsque  ^  =  o;  la  forme  générale  des  arguments 
étant  ig -h  i' g' =  (in -h  i'7î')t ico-{- i'c'^^,  on  voit  que  le  cas  dont  il  s'agit 
revient  à 

in  -+-  i'  n'  =  0. 


Si  les  moyens  mouvements  ne  sont  pas  exactement  commensurables,  on  ne 
peut  avoir  (3  =  o  que  si  les  nombres  entiers  i  et  i'  sont  nuls  en  même  temps; 
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0  =     H-  i'c'^^  est  nul  aussi,  de  sorte  que  l'équation  (72)  se  réduit  à 
1^  =^y-(n_t  +  IIi)  H- A_i  —  Aijj  siny  =  o. 

On  a  d'ailleurs,  dans  le  cas  actuel, 

V  =  —  (A_i  —  Al)  siny, 

Wo=(n_i  +  ni)cosy  +  no. 

La  quantité  IIo  reste  arbitraire;  on  la  représentera  par  b.  Si  l'on  fait 

A,-A_,  =  x,     n.  +  n_,=:^, 

les  équations  précédentes  donneront 

V  =  X  sin  y  -h .  . . ,       Wo  =b  -\-'t^  cos  y  -f- .  . . , 

(74)     •  x§-y§"l-=o. 

On  déterminera  la  constante  b  de  façon  que  l'expression  de  rif^z  en  fonction 
de  t  ne  contienne,  en  dehors  de  «0  aucun  antre  terme  proportionnel  au  temps, 
et  ^  de  façon  que  la  même  expression  ne  contienne  aucun  terme  multiplié  par 
sin^. 

Quelques  mots  d'explication  sont  nécessaires  :  les  formules  (7)  donnent 

5  ,  . 

V  —  Tio  H-  n^yt  -h  n^z  H-  ie^%\wg  +  ^     sin2^  4-  ...  ; 

si  l'on  s'arrange  de  façon  que  n^z  soit  de  la  forme 

îiç^z  =  /io  ^  +  F  sin2^ -t-.  .  .  H-^  C  %m{ig  -h  ï'^'h-  D), 

on  voit  que  le  terme  en  sin^-,  contenu  dans  v,  sera  encore  égal  à  2e„sin^,  de 
sorte  que,  si  l'on  calcule  son  coefficient  en  partant  des  observations,  on  en 
déduira  e^. 

150.  Détermination  de  y.  —  On  a,  en  écrivant  e  au  lieu  de  e^. 


ai  2 ep.j  sin I 


rr-î  siny 


La  formule  (66)  donne  ensuite 

(75)  v  =  ï-A^-^.rsi„, 
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Si  donc  on  pose 

II 

Il  y 

OÙ  l'on  peut  négliger  les  inégalités  périodiques  de  c,  et 

ï     M  siny  +  .  . 

de  sorte  que  M  soit  le  coefficient  de  siny  dans  le  développement  de  ï,  on  aura, 
puisque  x  est  le  coefficient  analogue  dans  V, 

9  P 

-/-M-(i  +  c)v-^,3^". 

1  —  e- 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  la  formule  (7^)»  et  résolvant  par  rapport 
à  y,  il  vient 

(76)  y-=.-^-^-^^^^-  

c'est  par  là  que  l'on  déterminera  y.  Pour  parler  plus  exactement,  on  détermi- 
nera c  et  7  par  les  équations  (57')  et  (76). 

151.  Intégration  relative  à  P  et  Q.  —  Reprenons  les  équations 

«0  dt 


/lo  dt 

considérons  dans  B  et  C  les  parties  qui  répondent  à  un  même  argument 

^     ^  (  B  =  rcos(«o[3^  +  5), 

(77) 

(  C  =  A  sin(«o|3^  +  9), 
qui  donneront  naissance  aux  termes 


(78) 


P  =  0  sin(Aio  [3^  +  0), 
Q  =  Hcos(/Zo[3m-  9). 


En  substituant  dans  les  équations  différentielles  ces  valeurs  de  B,  C,  P  et  Q, 
et  égalant  à  zéro  les  coefficients  de      {n^^L  4-  0),  il  vient 


,  (      ^0=-aH  +  r,        ([30  +  aH--r)cos(«o(3^  +  0)=--o, 

\  "[SH^    a0+A,        ((3H+a0-A)sin(/^o^^+9)  =  o, 
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d'où 

80)  ^ 

L'intégration  est  ainsi  effectuée;  les  expressions  de  P  et  Q  résultent  des  for- 
mules (77),  (78)  et  (80). 

Lorsque  (3  =  o,  on  a  aussi  6  =  0,  comme  on  l'a  vu  précédemment;  la  seconde 
des  équations  (79)  est  vérifiée  d'elle-même.  Il  reste  seulement  la  condition 

Nous  poserons  donc,  pour  le  terme  considéré, 
et  nous  aurons 

a 

Mais  on  a  d'une  manière  générale 


Ho  ~  2  sin     +  -/i  ; 


Il  convient  donc  de  poser 

ce  qui  donne 

(81) 


2  sin  —  +  X, 


Comme  Jo  est  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  l'écliptique,  on 
devra  déterminer  x,  de  manière  que  l'expression  de  la  perturbation  du  sinus  de 
la  latitude  de  la  Lune  ne  contienne  aucun  terme  en  sin(^  +  m). 
L'équation  (81)  détermine  la  quantité  a. 

Il  reste  encore  à  effectuer  l'intégration  dont  dépend  la  fonction  S^K.  Si  l'on 
fait 

X  =  {X,)  cos{noS>t  +  6), 

l'équation  (61)  devient 

=  (Xo)-^-^-atang^^»  +2(^)cos(«oP^  I  0), 

et  en  posant 

(82)  Ô2K=^Rsin(«o(3/4-0) 
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on  devra  avoir 

(83)  I^=X' 

(84)  Y]  =  atang^^-(Xo). 

Cette  dernière  équation  déterminera  y]. 
tiansen  a  trouvé 

y  =  1761  ",4674,  /?o7  =  146707",  20, 

IX  =  834",  9471 5  n^a—  69540",  18, 

Y)  =      i",6399,  iiQ-f]—  i36",58. 

Les  mouvements  sidéraux  du  périgée  et  du  nœud  sur  l'écliptique  auront 
pour  valeurs 

/lo  (  /  —  2  Y)  )  =      1  46434",  o4, 

—  /?o(a  +  Y;)= —  69676",  76. 

n' 

Les  diviseurs  (3  sont  des  fonctions  linéaires  de  u=-^,  de  y,  y],  a  et  y'. 

Hansen  donne  le  Tableau  des  valeurs  numériques  de  ces  diviseurs.  11  faut  tenir 
compte  ensuite  des  termes  en  ±  ^y,  ...  à  l'aide  du  théorème  de  la 

page  328  ;  la  première  chose  à  faire  est  de  calculer  les  valeurs  numériques  de 
yj(2),  y|(«),  G'-^  et  6^^^;  on  aura  ensuite,  si  l'on  considère  tous  les  termes  de  Wo 
qui  donneront  naissance  au  même  argument,  après  le  changement  de  y  en  g  : 

Wo  =     n  (    o,  ^,  i',  i",  i'"  )       cos  (  ig  +  i'g'-^  i"  w  +  i'"  co'  ) 

+  n (—  T ,  «  +  r ,      i",  i'" )  cos  (—  y  +  (i  + 1 ) 4-  i'g'+  i"  w  +  i'"  m' ) 

+  [-^2n(— I,  <4-2,  i',  ...)  +  02n(i,  i-t-2,  l',  ...)]  COS[- 2y  4- (i +2)^4- fV+---] 
+  [Y]3n(-i,  f  +  3,  i',  ...)-h93n(i,  /+3,  i',  ...)]  cos[-3y  +  (i+3)^  +  iV+--] 

+  

+  n(i ,  <■  —  I,      i",  i"')  cos[y  +  {i—i)g  4-  i'g'^-  «"w  +  i'''^'] 

+  [Y]2n(i,  i-2,  i',  ...)  +  02n(-i,  ^-2,  i', ...)] cos[2y +  («  — 2)^  +  iV+-- •] 

4-  [Y]3n(i,  ^  -3,  i',  ...)  +  e,W{-i,  i~?>,  i',  ...)-]  COS[3y4-(/-3)^  +  iV+-  •  •] 
4-  

Il  faut  encore,  pour  obtenir  Y,  former  le  développement  de 

h      e  . 

dernier  terme  de  l'équation  (75).  Or  on  a  déjà  calculé  la  partie  constante 
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de  ~)  en  déterminant  7;  si  donc  représente  l'ensemble  des  termes  pério- 
diques, on  aura  à  former 

On  a  maintenant  le  développement  de  V;  on  en  conclura  celui  de  W  par  les  for- 
mules (69)  et  (73).  Hansen  en  déduit  immédiatement  ceux  de         ^-yt'  ^1^"' 

....  (SI 
—^yT^  se  fait  en  multipliant  les  coefficients  par 

±1;  ±2,      ±'i2,     ±2^;  ±3,  .... 

Les  termes  è  H-  ^  cosy  de  W  ont  été  déterminés  comme  on  l'a  expliqué  à  la 
page  349;  les  valeurs  de  Z>  et  de  ^  deviennent  de  plus  en  plus  précises  à  chaque 
nouvelle  approximation. 

En  changeant  y  en  g,  on  obtient  les  développements  de  Wo,        ^  •  •  -,  • 

On  calcule  ensuite  oP  et  <5Q  par  les  formules  (78)  et  (80),  puis  OaKparla 
formule  (82).  On  a  ainsi  effectué  toutes  les  intégrations  de  la  première  série. 
On  arrive  enfin  au  calcul  de     et  de  v  par  les  formules 

dt  \i  +  v  /    h       y/j  g2  aP- 


2  dv       dS^  y       I  +  V  dv 


n  dt      n  dz      y/j  g2    na^  dz 


On  a 


-d^.         ~W      ~^  ~àr~  ^"  +  6  ' 

dr   drl    ^  d^  rl  i  ''l 

dz       dg         dg^       "      2  dg^ 

On  a  développé  antérieurement  ^(ai^s)^,  ~(^n^zy\  il  est  donc  très  facile  de 
calculer  W.  On  trouvera  de  même 


T.  —  III. 


(T^yt=(---)(.H-^'^)- 


45 
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On  a  ensuite  pour  ~  le  développement  elliptique  connu,  dans  lequel  le  coeffi- 
cient de  coso^est  tout  à  fait  négligeable.  On  trouve  finalement  les  développe- 
ments de       et  de        l'intégration  s'effectue  sur-le-champ,  en  divisant  chaque 

coefficient  par  la  valeur  correspondante  de  [3,  et  échangeant  les  sinus  et  cosinus 
avec  des  signes  convenables.  On  a  ainsi  os  et  v;  on  en  conclut  W.  La  comparaison 
avec  les  valeurs  qui  avaient  servi  de  point  de  départ  est  des  plus  satisfaisantes; 
les  différences,  qui  ne  sont  le  plus  souvent  que  de  quelques  millièmes  de  seconde, 
atteignent  quelques  centièmes  dans  le  cas  des  termes  affectés  de  petits  diviseurs. 

Il  y  a  une  différence  de  o",i45  qui  est  forte;  Ilansen  pense  qu'elle  résulte 
d'une  erreur  de  calcul,  mais  il  n'a  pas  pu  mettre  cette  erreur  en  évidence. 

152.  Calcul  de  la  constante  de  v.  —  La  formule  (i3')  donne 


On  a  aussi 


il  en  résulte 

(85)     a^i^  =  ^-i^W+f-^y^  +  .v  +  v'^  + 
^     '         h        II  \i4-v/  Il 

Considérons  maintenant  l'expression  (64)  de  Wo  ;  on  a  ajouté  la  constante 
6  H- H  cosy.  Mais,  comme 

~  cos  csû  -1-  -  en  =    cos y  -f- .  .  . , 

on  peut  dire  que  la  constante  b  a  été  ajoutée  à  l'élément  S,  et  la  constante  ^  à 
l'élément  Y.  On  a  d'ailleurs 


^        1+  -, 


d 


-2 

Y  r 


dt 


dèz 
dt 


W 


V    \^  h 


II 


(2V  +  V^). 


Si  l'on  égale  dans  les  deux  membres  les  parties  constantes,  il  vient 

2  h  h         \    h  J         \    h  J 

d'où 

A„  I         J  2  f  2  /  AoV 

^h=-3^'-2j^3[^j)-3[^Ti)' 
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En  combinant  cette  formule  avec  (85),  on  trouve  que  la  partie  constante  de  v 
est  donnée  parla  formule 


(86) 


3  i§ 


On  a  d'ailleurs 

7  f 

—  w'^  +  H — —w*: 

12 

on  a  donné  les  développements  de  w^,  eiw"  ;  on  peut  donc  calculer  bien  aisé- 
ment la  partie  constante  de  La  fonction  W4-  (7^)  x  ^  considérée  pré- 
cédemment; on  peut  trouver  la  partie  constante  de  son  produit  par  2v  H-  La 
formule  (86)  donnera  finalement  la  constante  cherchée  (—  i336",35o). 

h 

Remarque.  —  Si  l'on  calcule  les  divers  termes  périodiques  de  S-^  par  la  for- 
mule (85),  on  devra  les  trouver  identiques  à  ceux  obtenus  auparavant  :  c'est  un 
contrôle  important  dans  des  calculs  aussi  compliqués. 

153.  Calcul  des  perturbations  de  la  latitude  et  de  la  réduction  à  l'éclip- 

tique.  —  Soient  {fig.  12)  L  =  X"H  et  B  =  HL  la  longitude  et  la  latitude  de  la 
Lune,  rapportées  à  l'équinoxe  moyen.  On  a  posé 

XG  =9,  XL    =v,       d'où       GL    ■=  v — 9, 

X'G  =  4;,       soit       X"X'=7?,       d'où       X"G  =  q;+/?. 

La  quantité  p  sera  supposée  comprendre  l'effet  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion. 

Fier.  12. 


Le  triangle  rectangle  GHL  nous  donne 

IcosB  sin  (L  —    —  p)  =  cosJ  sin  (t^  —  9), 
cosB  cos(L  —  4^  — /»)  =        cos(c'  — 9), 
sinB  =  sin J  sin ((^  —  9). 
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On  prend 


d'où 
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(£>  =  —  n{oi  —  n)  t        —  N  —  K  +  TT, 
=  —  n{oc  ■^■n)t        —  N  +  K  4-  7:', 
6  =z     ri{a-\--c\)t        +No— Ko— 71', 
(0=     «(j  +  a  — Y])  ^  + No  +  Ko, 

ç  ,_cp=7+w4-N4-K-No— Ko=:7  +  «  +  ^N+^K, 


moyennant  quoi  les  relations  (87)  deviennent 

j  cosB  sin(L  +  9-yj-hâN  — aK)=:cosJsin(7+coH-ôN+  ôK), 
(88)  cosB  cos(L  4-  0       +  ÔN  -  ÔK)  =  cos(7+  w  +      +  ÔK), 

\  sinB  =  sinJsin(7+w  +  (5N4-(5K). 

On  peut  transformer  ces  formules.  On  a  vu,  en  effet  (t.  I,  p,  468-471),  que  les 
relations 

cosB  sin(L  —  3-)  =  cosJsm( c  —  a), 
cosB  cos(L  —  &)  =  cos((^  —  0-), 

sinB     sin  J  sin((' —  0-) 

peuvent  s'écrire 

cosB  sin(L  —  %  —  T)=z  cosJo  sin((^  —  3-o)  —  5  (  tangJo  +  — '^rr\ 
cosB  cos(L  —  3-0  —  T)  =  cos(('  —  ^o)  +  s  —  , 

X 

sinB  =  sin  Jo  sin (   —  So)  -t-  s, 

où  l'on  a  fait 

=  sin  J  sin(   —  ct)  —  sin  Jo  sin  ((^  —  Sr,,), 
X  —  I  -h  cos  Jo  cosJ  —  sinJo  sin  J  cos(c7  —  S-q), 
^=  sin  J  sin  ((7  —  3-0), 
^  =  sin  J  cos  ((T  —  Sto)  —  sinJo, 

sin     -  ^0  -  T)  ^  ^^^^J»  +      J>  ^^"^'^  - 

X 

cos(S  —  ^0  —  T)  =  (i  +  cQsJq  cosJ)  cos(cr  —  3^o)  —  sinJp  sinJ 
Pour  appliquer  cette  transformation,  on  fera 
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d'où 

(7  — %  =  — -5N- 5K. 

Nous  ferons,  en  outre, 

et  nous  trouverons  pour  les  formules  (88)  la  transformation  suivante 

I  cosB  sin(L  —  ll—p)  =  cos Jq  sin(7H-  m)  —  s  ^tangJo  -t-  ^         ^  = 
(^9)        I  cosBcos(L  —  n  — /?)  =  cos(/h- co) -h 


sinB  =  sin  Jo  sin(/+  w)  +  s, 
avec  les  valeurs  ci-dessous  de  x,  s,      ^et  II 

^=  sinJ  cos((5N  +  (5K)  —  sinJo, 

s  —  sin  J  sin  0)  +  ôN  +  (5K)  —  sinJo  sin(/+  go), 
■/  =  I  H-  cos  Jo  cos  J  —  sin  Jo  sin  J  cos  (âN  +  «5K), 


(90) 


sin(n  +  9  +  aN-ÔK)  =  ^î^i^'^^^^^^  sin(ÔN  +  aK),  . 

/TT  û  ^TVT  (i  +  cosJo  cosJ)  cos(âN  4- ôK)  —  sinJo  sinJ 
cos  (Il  4-  9  +  ôJN  —  oK)  =  ^—  • 


On  peut  obtenir  des  formules  plus  commodes  encore  :  si  l'on  pose 


(90 


(  tangJoH  ^— i-=Acos(^ 

\       ^  xcosJo 


—  =  —  A  sin  w, 


X 


les  deux  premières  équations  (89)  donneront 

cosB  ^o-—  =  cosJo  —  —  As\/—  i  (^z  + 
cosB  (^^4-      =7  + -j;  +  A5v/^(^- 

d'où,  en  ajoutant  et  retranchant. 


a;  cosB  =  y  cos^  —  +  -  sin^  — 

2      f  2 

cosB  .  .,  Jo       I        ,  Jo       A  /  

  =:  Y  sin^  —  H —  cos^  h-  Asz\/  —  i 

X  2      y  2 
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En  divisant  membre  à  membre,  il  vient 


ç,Jo       I    .  ,Jo  As\/—i 

,       cos^  —  H        sm^  1  . 

  2  1  yz 

y      cos'  ^"  +     sin^     +  A  5 j5 


En  prenant  les  logarithmes,  on  trouve 

V— I  (L  — II  — />  — 7-  co)  =  log(^i  +  p—  ^v/^)  —  log(  1  +  5/2  + -05 jsy/^), 
^^2)  i     OÙ  l'on  a  posé 


£  =  tang'^  —  ,  Y) 


2  ,  Jo 

COS^  — 
2 


On  peut  tirer  de  là  un  développement  très  convergent  de  L  —  Il  —/?  —  /-  co, 
suivant  les  puissances  de  sy]  ;  les  coefficients  sont  eux-mêmes  développés  suivant 
les  puissances  de  z. 

Hansen  développe  encore  d'autres  formules  :  on  peut  écrire  d'abord 


I  +  zy^ 


I 


2v/-i(L  —  n— /;—/—«)  — log(^i  +  p^  -  log(i  +£j2) 
posons 

(93)  lu=-^,  u=E\>-^~, 

7 

et  l'équation  précédente  deviendra 

2v/-i(L  — n— /?— 7— w)  =  Iog(^i  +  p^  _log(i  +  s72) 

+  log(i—  ^V/^)  -  log(i  +  Xy]5a^v/^) 

ou  bien 

2V/^(L  —  n  — — /_  co)  rr:       log[l  +  £  005(2/+  2  0))  —  £v/^Sin(27+  2Co)] 

+  log[i  +£  003(2/ +  2co)  + £v/^^sin(2  7+  2w)] 
+  log[i  —  lf]ssm{iJ.-Jrw)  —  lr]scos{ix~h  w)  y/^] 
~  log[i  —  In  s  sin(/jL  +  (v)  +  In  s  cos(fj!.  +  mp-)  \/— 


THÉORIE  DE   LA  LUNE  DE  IIANSEN.  SoQ 

Or  on  a  la  formule 

log(«  +  b^—  i)  —  log(a  —  b^—  i)     2 y/—  I  arc  tang^? 

grâce  à  laquelle  il  vient 

!F        "?              ,Tf                          .  £Sin(2/+2(jL)) 
L^yH-w  +  II-H/?  —  arc  lang  ^  _  
I  +  £  cos(  2  /■  4-  2 w) 
Ay]5  cos(i!jt.  +  (ip') 
—  arc  lang  — -  • 
I  —  Ày]5  sin(p.  -H-  wc^) 

X  et  [A  doivent  être  déterminés  par  les  équations  (93),  d'où  l'on  tire 

>.2  = 


+        (^  +  ^ 


y- 


V  I  H-  2  £  COS  (2  /H-2(i))4-£2 

Si  l'on  pose 

sinBo=  sinJo  sin(/+  00), 

Bo  est  la  valeur  de  B,  en  tant  qu'elle  n'est  pas  troublée  par  les  perturbations 
de  J;  la  valeur  de  \,  en  tenant  compte  de  £  =  tang-^%  donne  aisément 

cos^:^ 

1  ^      ^  • 

cosBo  ' 

on  a  ensuite 

£ 

—  —  ill  — -£(2[ji-2  7-2w)v/rT 

j2  I  +  £  j2 

— 7—  «)V'—  '  =10g(^I+  -^j  _log(l  +  £72) 

/  ,  £  sin(2 /-+-  2w) 

=:  —  2  v/—  I  arc  tang  /  —          \  ' 

I  +  £  COS  (2  f  ^  200) 

On  trouvera  donc  finalement 

-j  ^  £sin(2/+2&)') 

11=       /  4-    —  arc  tang  ^  *^ 


(95) 


I  +  £  COS  (2  /+  2Co) 
T  ,    TT    ,  *  ^"^■^  C0S(U  +  W) 

L  —  u.  +  U  +  «  —  arc  tang  r  4^-  , 

I  —  A-/]5  sin  (p.  +  (K^) 

sinBo^  sin  Jo  sin(/H-  w), 

o  Jo 

cos^  — 

l 


cosBc 
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On  remarquera  que  [jl  donne  la  valeur  de  L  —  Il  — /?  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas 
de  perturbations  de  latitude,  et  que,  par  suite,  l'influence  de  ces  perturbations 
sur  la  réduction  à  l'écliptique  est  rigoureusement  exprimée  par  l'arc  tangente 
qui  figure  dans  l'expression  (g5)  de  L. 

On  peut  encore  transformer  cette  expression  :  les  formules  (gS)  donnent 


d'où 


cosf.  =  cos(/+..)^, 

.     /  -  ,       \  COSJo 


COSBy 

On  a  d'ailleurs,  en  vertu  des  formules  (91), 

Iri  cosw  =  (  tang  JqH  )  — 

\     ^        y.  cosJo/  cosBf 


I 

In  siniv  - 


X  cosBo 

On  peut  ainsi  transformer  l'expression  (qS)  de  L;  elle  devient 

)  5(  lang  JqH  ^^-r-  )  séc^Bo  cos(  /  +  w)  +  5  —  séc^Bn  cosJo  sin(  /+  co) 

J       —  arc  tang 


sin  Jo+  ^  j  séc^Bo  sin(7+  w)  +  5  -  séc^Bo  cos(/4-  co) 

cette  formule  servira  plus  loin. 

154.  Calcul  de  s.  —  On  a,  par  les  formules  (90), 
(97)    s  =  [sinj  cos(ôN  -f-  ôK)  —  sin  Jq]  sin(/+  co)  +  sinJ  sin(ôN  +  dK)  cos(/+  o). 

On  va  introduire  âP,      et  SK  par  les  formules 


P  rzz  ÔP     2  sin  -  sin  ÔN, 

2 

O  zz:  2  sin  —  +  (50  =  2  si  n  -  ces  ôN, 
^  2  2 

.  Jo 

sin  — 

ÔK  =  ÔP  4-  O2K, 

2  COS^  — 
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d'où  l'on  tire  d'abord 

2  9.  2 

puis  de  là,  en  négligeant  le  cube  de  la  force  perturbatrice, 

(98)  cos-  =rcos-"  -  -lang-'^-"ÔQ  —dP'  .  àQ\ 

2  2 

Il  faut  maintenant  calculer  les  coefficients  desin(/-hoj)  et  de  cos(/-hw) 
dans  la  valeur  (97)  de  s.  On  trouve 

sin  J  cos(ôN  +  §K)  =  cos^  |^2  sin  ^  cos  ôN  cos  §K  --  2  sin  ^  sin  ôN  sin  ôK^ 


=  cos  \  \(^  sin  ^"  +-  aQ^  cos  ÔK  -      sin  ôkJ 
z-^cos-  [2  sin-"  +ÔQ  -sin~«(ÔK)^-aPÔK] 

2  L      2  2  j 

•    •}  Jfl  •  Jo 

,                         sm*  —             sin  — 
-_=cos-(  2sin^"+aQ  ^<5P^-h-   V^'P' 

4C0S'^-"  2C0S^'^-^ 
2  2 


En  remplaçant  cos  ^  par  sa  valeur  (98),  et  réduisant,  il  vient 

i-asin^iî 

sinJcos(ÔN  +  ÔR)    -sinJo-:^:^-^^-"ÔQ  +  tan84"   A^^' 

cos-^  '  4cos^- 

2  2 

(99)    ;  T 

3_2sin''-" 

-tang^  T^aQ-^ 

^  4cos^-" 


On  a  maintenant 

sinJ  sin(<5N  +  ôK)  —  cos^  (^2  sin^  sindN  cos^K  +  2  sin^  cosôN  sin«5R^ 

cosôK  +  (^2  sin  ^  H-  sinaKj 


J 

cos- 

2 


ôp-^(2sin-"  +ao 


J 

cos  ~ 

2 


J  /     COSJo    ï>rv  •      Jo  *  -rr 

=  cos-    ■  -aP  4- 2  sin  - 

2\  ,Jo  2 

cos^  — 

2 


T.  —  m. 
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En  remplaçant  cos-  par  sa  valeur  (98),  et  réduisant,  on  trouve 


rn«T  T    2  -  3  sill^i" 

(loo)    sin  J  sin  (ÔN  -h  ÔK)  =  -    =  àP  +  sin  Jo  a,K  -  -  tang  ^  --^  ÔP  §0. 

COS  —  cos^  — 

2  2 

En  vertu  des  relations  (99)  et  (loo),  la  formule  (97)  devient 

[  5:=-''-^sin(7+a))ôQ4-  ^cos(7+«)^P 
1        COS  —  cos  — 

(ici)  2  2 

[  ^âQ^)sin^°sin(^  +  o))-(aPÔQ-2rLK)sin^°cos(^--l-r^). 

On  a  négligé  les  produits  de  sin''^  par  o?\  BP  et  L_K,  et  l'on  a  rem- 
placé dans  les  termes  du  second  ordre  /  par  g;  ces  termes  donneront  toujours 
très  peu  de  chose,  moins  de  o",  1.  Occupons-nous  de  ceux  du  premier  ordre, 
et  posons 

cos (7+  6))  =  2\a^i>^ COS {pnz  H-  (j)), 


Jo 

cos  — 

2 


COSJn  . 

Sin 


COS 


Jo 


où  les  coefficients  A^p^  s'obtiennent  en  multipliant  par  — ^  des  fonctions  de 


Jo 

COS  — 
2 


l'excentricité  qui  se  ramènent  immédiatement  aux  fonctions  de  Bessel. 
Soient,  en  outre, 

aP  =  a  sin(«^  +  i"  m  /'"oV), 

ÔQ  =  (3  COS  (  ig  4-  i"  m  -\-  i'"  w'  ) 

deux  termes  correspondants  quelconques  de  §P  et  §Q.  On  trouvera,  en  portant 
les  expressions  précédentes  dans  la  formule  (loi), 

s  --^    _^A(/')  (a  +  (3)  sin[yr,«.-  +  ig -\-  i' g' -\-  («"h  i)w  +  /"'co'] 
4-00 
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d'où,  en  remplaçant  nz  par  g  +  n  oz, 


s  =z  §0  -4-  Si  fl        -\-  ^  S2  (/i  +  .  .  .  , 


So  =    2  A"'' (a  -i-  (3)  sin[(/>  +  L)g-  -1-  4'^-'+         j)oj  + 

+2  A'     ( a     [3 )  sin 0 g-  +  i 'é'''  +  ( l'' -  1  ) oj+  co'], 
+  00 

-t-  » 

—  00 

S,  p'-  A'/')  (  a  H-  [3  )  sin  [( y.  +  Oé^'  +  ^ 'é"'  +  ( ^"  +  i  )  «  H-  ] 

—  2y^2A(-/')(a-  (3)sin[(/?  +  0^-  +  1)00  +  i'^co']- 

Hansen  a  pu  déterminer  les  coefficients  numériques  du  développement  de  s; 
en  comparant  avec  ses  Tables,  il  ne  se  trouve  pas  de  différence  atteignant  o",o5. 

155.  Développement  des  perturbations  de  la  réduction  à  l'écliptique.  — 

Nous  partirons  de  la  formule  (96)  dans  laquelle  nous  pourrons  réduire  le  déno- 
minateur à  I  ;  l'expression  (90)  de  x  donnera  à  fort  peu  près 

Z  :^  n  cos(J -h  Jfl)  =  2  cos^Jo; 

il  viendra  ainsi 

En  remplaçant  ^  et  ^  par  leurs  valeurs  (99),  (100)  et  (loi),  et  mettant  g 
au  lieu  de  /  dans  les  termes  de  l'ordre  le  plus  élevé,  il  vient 

langJo  cos(7+ w) 


(102) 


COS^Bn 


I  L  —  p.  --'r-  Il  +  /»  —  S 

I  ^(ap2- sin2(^  + co)  -  ^ÔPaQcos2(^  + w). 


L'avant-derniëre  des  équations  (90)  donne  ensuite 

n  +  0  +  ÔN  -  ÔK  =r:     COSJo  +  COS  j  ^ 

I  +  COS(J  +  Jo)  ^ 
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d'où 

n  +  0  ^   '—-^  (2  sin  '^^  sin  -  ÔN  +  2  cos  ''^  cos  -  ÔK^ . 

.i-f-JoV       2       2  2  2/ 

cos  ^  ^ 

2 

En  remplaçant  2sin^  §N  par  §P,  et  par  son  expression  en  fonction  de 
et  de  BoK,  il  vient 


n  +  0=z  — • 

J  +  Jo 

cos  


tan; 


—    cos  cos  -    ol*  -1-  2 cos-  -■  0.,  K 

2  \         2  2  y  2  " 


ou  encore,  en  vertu  de  la  relation  (98), 


■2  cos-  — 

n    -  6  -r-  -  shr-  ^'  ôvdo  H  ^  ô,K, 

2  2  COsJo 


OÙ  le  terme  en  §PoQ  est  absolument  négligeable,  à  cause  du  facteur  sin'  -• 
On  a  ensuite,  par  les  formules(95)  et  (102), 

^  -  f-^    -  ^ +  U     .  '^^^^^^         (ÔP^  -  .Q^)  sin2  .) 

j  2C0S^  — 

— -ÔPÔQcos2(i-+(o)H  Ô,K. 

2  "         ^         cos  Jo  ^ 

Si  l'on  se  rappelle  les  relations 

0  -----  n{a--  u  )  t  ~h  N,  —  K„  —  tt', 
co      n  (  j  -h  a     -/i  )  ^  -h  No  -  h  Ko , 

on  peut  écrire  enfin 

]  —  sin^Jo  sin2(/-f-  00) 


.1, 


(io3) 


I  I  2C0S- 

(âP^-  oX)2)  sin2(  -  +  (o)  -    ÔPÔQ  cos2(i'-     co)  H  r^a.,K, 

cosJ, 


lio  —  2  Ku  rJ  -'r  n  {y  —  2'/])t, 
tanffR  —  - 


lang2  i^i  sin2(/+ w) 


'     tang2^cos2(/+  0)) 


IIo  est  la  longitude  moyenne  du  périgée  lunaire,  et  R  la  réduction  usuelle  à 
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l'écliptique.  Hansen  trouve  que  l'ensemble  des  termes  en  ûQ%  ôPoQ  et  o.K 
se  réduit  sensiblement  à 

—  o",4o  sin2a3  -  i",20  siii(2^>'+  2(o')  —  o",  285  siii(2    -  -  ^g'  +  2gj  —  4w'). 

Dans  ses  Tables,  il  a,  par  inadvertance,  employé  le  coefficient  +o",335  au 
lieu  de  — o",285,  d'où  résulte  une  correction  de  —  o",62o.  Pour  tenir  compte  des 
termes  négligés  qui  dépendent  de  dp',  dq'  {voir  p.  342),  il  faudrait  encore,  dans 
(io3),  ajouter  à  s  et  à  ^^K  des  corrections  dont  l'ensemble  donnerait 

+  2QÔP  —  -o",25o  cos(Ô  4- 173"). 

Ces  corrections  sont  nécessaires  pour  retrouver  le  coefficient  de  cosG  dans 
l'inégalité  de  la  longitude  qui  provient  du  déplacement  de  l'écliptique  et  que 
nous  avons  déterminée  plus  haut  (p.  164),  car  Hansen  n'a  déterminé  que  l'iné- 
galité correspondante  de  nùz. 

Dans  le  reste  du  ïome  I  de  la  Darlegung,  Hansen  traite  : 

Des  inégalités  occasionnées  dans  le  mouvement  de  la  Lune  par  la  figure  de  la 
Terre,  ou  par  celle  môme  de  la  Lune; 

De  la  très  petite  influence  de  la  masse  de  la  Lune  sur  le  mouvement  du 
périgée  ; 

Et  de  l'influence  des  planètes  sur  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud  de 
la  Lune. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ces  points  secondaires,  dont  quelques-uns  d'ail- 
leurs ont  été  examinés  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage. 

Dans  le  Tome  II  de  la  Darlegung,  Hansen  s'occupe  des  inégalités  qu'il  n'avait 
pas  encore  considérées,  notamment  des  inégalités  à  longue  période  et  de  l'ac- 
célération séculaire.  Il  introduit  un  nouveau  principe  relatif  à  la  variation  de 
certains  éléments,  dont  le  développement  nous  entraînerait  trop  loin.  Nous 
aimons  mieux  donner  dans  le  Chapitre  suivant  une  méthode  claire  et  complète 
pour  déterminer  les  inégalités  à  longue  période;  quant  à  l'accélération  sécu- 
laire, nous  avons  déjà  présenté  son  calcul  en  détail. 

156.  Comparaison  entre  Hansen  et  Delaunay.  —  Les  Tables  de  la  Lune, 
imprimées  en  1807  aux  frais  du  Gouvernement  britannique,  sontfondées  sur  la 
théorie  qui  vient  d'être  exposée.  Mais  la  forme  des  perturbations  adoptée  par 
Hansen  rend  difficile  la  comparaison  de  ses  résultats  avec  ceux  des  autres 
astronomes,  qui  ont  calculé  directement  les  perturbations  de  la  longitude,  de  la 
latitude  et  du  rayon  vecteur  de  la  Lune.  Il  est  vrai  que  Hansen  lui-même  {Darl., 
t.  I,  p.  439-459)  a  entrepris  de  comparer  ses  perturbations  nozk  celles  qui  se 
déduisent,  par  une  transformation  convenable,  des  perturbations  de  la  longitude 
vraie,  obtenues  par  Damoiseau  et  par  Plana.  Mais  cette  comparaison  n'est  pas 
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faite  d'une  manière  très  rigoureuse;  elle  a  été  reprise,  pour  les  théories  de 
Hansen  et  de  Delaunay,  par  M.  Newcomb,  en  1868  et,  d'une  manière  beaucoup 
plus  complète,  en  1880.  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  mentionner  (p.  112 
et  286)  le  travail  de  M.  Newcomb,  auquel  nous  avons  emprunté  quelques  résul- 
tats numériques;  il  convient  d'y  revenir  maintenant  pour  expliquer  en  peu  de 
mots  la  nature  de  la  transformation  qu'il  a  fait  subir  aux  formules  de  Hansen. 

x4.insi  qu'on  l'a  vu  plus  haut,  Hansen  détermine  la  perturbation  noz  qui 
s'ajoute  à  l'anomalie  moyenne  g;  l'anomalie  troublée 

HZ-  —  g       Il  oz 

sert  ensuite  à  calculer  l'anomalie  vraie  /par  l'équation  du  centre 

/ nz  +  (ie—\e^-\-  \  siii nz  +  .  .  . , 

en  faisante  =  0,0549008,  et  la  longitude  vraie  L  s'obtient  par  les  formules  (io3) 
sous  la  forme  suivante 

L=7+n,+  K+R', 
où  R  est  la  réduction  à  l'écliptique 

R  =  —  lang^  ^-^  siii  2  (/  +  &j)  -h  ^  lang*  ^  sin4(7  +  w) 

tandis  que  R'  comprend,  sous  le  nom  à' inégalités  de  la  réduction  à  l'écliptique, 
les  termes 

R'  =  —  5  tangJoCOs(/+  co)  f  i  +  sin-JySin2(7-{-  go)] 

—  o", 397  sin2w  —  i",i98  siii(2^''4-  200')  —  o",285  sin(2^  —  l^g'  +  2w  — 

La  latitude  se  calcule  par  la  formule 

sinR  =  sinJoSin(/  +  w)  -h  s, 

en  faisant  Jo=  5o87i8". 

Les  perturbations  n^z  et^  sont  des  fonctions  explicites  de  g,  g',  w,  w'.  Pour 
obtenir  sous  la  même  forme  l'expression  de  L,  il  faut  mettre  ^  +  /z  à  la  place 
de  nz  et  développer  d'abord  les  sinus  des  multiples  de  Jiz,  puis  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  / -h  co,  suivant  les  puissances  de  noz.  Après  avoir 
substitué  pour  e  et     leurs  valeurs  numériques,  on  trouve 

L  =  Lo  +  Lj .  «  05  +  L2  ( «  Ô5  )-  -H  .  .  . , 
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OÙ 

Lo  =  ^  4-  1X0+  22689", 676  sin.ç-  H-  776", 269  sin2^  4- .  . .  +  .?So, 
Li  =  I  +  o,  109760  cos^-  -h  0,007527  cos2^  4- .  .  .  +  sS,, 
L,  — —  0,0.5488  sin^  —  0,00753  sin2^  — .  .  .  4-  ,982, 
Ls  —  —  0,01 83  cos^-  —  o,oo5o  cos2^  — .  .  . , 

en  désignant  par  So,  S,,  83  les  coefficients  de  développement  du  premier  terme 
de  R',  qui  sont  des  fonctions  de  g,  co,  et  qui  seront  multipliés  par  s. 

Après  avoir  réuni,  dans  un  premier  Tableau,  les  valeurs  de  n^z,  (/^Sz)^ 
(nBzy,  M.  Newcomb  donne  (Table  II),  le  résultat  des  multiplications  et 
des  additions  par  lesquelles  s'obtiennent  les  coefficients  des  sinus  dans  l'expres- 
sion finale  de  L.  On  trouve 

L  =  ^  +  IIo  +  22687",  1 5o  sin    -1-  768'',  858  sin  2^  • }-  

Mais  il  reste  à  réduire  les  deux  théories  en  question  à  un  système  uniforme 
d'éléments.  Les  valeurs  de  l'excentricité  e  et  de  l'inclinaison  Jo,  employées  par 
Hansen  dans  le  calcul  de  ses  perturbations,  diffèrent  un  peu  de  celles  qu'il 
adopte  dans  les  Tables,  à  savoir 

e  —  0,054908 1 ,       Jo  —  5''8'4o",  o. 

Le  coefficient  de  sin^- devient  dès  lors,  pour  les  Tables,  -h  22  64o",i5,  tandis 
que  Delaunay  adopte  le  nombre  trouvé  par  M.  Airy  (22639", 00).  M.  Newcomb 
a  pensé  que  le  plus  simple  était  de  s'en  tenir  à  l'excentricité  des  Tables  et  au 
coefficient  de  22  64o",i5  qui  en  résulte;  on  a  donc  multiplié  par  le  facteur 
I  ,oooi33  les  coefficients  théoriques  de  Hansen  qui  dépendent  de  e,  par  i  ,000263 
ceux  qui  dépendent  de  e%  et  ainsi  de  suite.  Pour  la  théorie  de  Delaunay,  le  fac- 
teur de  réduction  de  l'excentricité  e  devient  r, 000048. 

Pour  l'excentricité  e'  de  l'orbite  de  la  Lune,  Hansen  et  Delaunay  ont  adopté 
le  même  nombre,  si  l'on  tient  compte  de  la  différence  des  époques  (Hansen, 
0,0167923  pour  1800;  Delaunay,  0,0167711  pour  i85o);  il  faut  seulement 
appliquer  la  petite  correction  nécessaire  pour  réduire  les  coefficients  à  la  même 
époque. 

Il  y  a  enfin  toute  une  classe  de  termes,  les  termes  parallactiques,  dont  les 
coefficients  dépendent  de  la  valeur  adoptée  pour  la  parallaxe  du  Soleil.  Or, 
Hansen  trouve  {Darleg.,  t.  II,  p.  269)  que  ses  coefficients  théoriques  doivent 
être  multipliés  par  i,o3573  pour  satisfaire  aux  observations  et  qu'ainsi  corrigés 
ils  correspondent  à  une  parallaxe  de  8^,9159.  Il  s'ensuit  qu'ils  reposent  primiti- 
vement sur  une  parallaxe  de  8",6o85.  La  valeur  adoptée  par  Delaunay  est  de 
8", 75.  Pour  réduire  les  deux  théories  à  la  parallaxe  de  8", 848,  il  faut  multiplier 
les  coefficients  parallactiques  de  Hansen  par  le  facteur  1,02785,  et  ceux  de 
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Delaunay  par  1,01120.  Ces  derniers  doivent,  en  outre,  être  multipliés  par  le 
facteur  ^—^  =       en  faisant,  avec  Hansen,  la  masse  de  la  Lune  ésjale  à  r^- 

Les  coefficients  numériques  ainsi  obtenus,  et  réduits  à  un  système  d'éléments 
bien  défini,  forment  la  Table  III  de  M,  Newcomb;  nous  les  avons  reproduits  en 
partie  (p.  ii2-ii5).  M.  Newcomb  ajoute,  dans  une  dernière  colonne,  les  coeffi- 
cients de  Delaunay,  modifiés  parleurs  compléments  probables,  dont  il  a  été  déjà 
question  plus  haut  (p.  236).  On  a  vu  que  les  écarts  entre  les  deux  théories  sont, 
en  somme,  peu  sensibles. 

Le  coefficient  de  l'équation  parallactique  devient,  chez  Hansen,  —  i25",43. 
Le  résultat  de  Delaunay,  corrigé  de  deux  manières  différentes  par  des  complé- 
ments probables,  serait  —127",  24  ou  -i 27^08;  en  le  multipliant  par  et 

1,01120,  on  aurait  —  i25",49  —  i25",33.  De  son  côté,  Pontécoulant  trouve 
122", 38,  avec  une  parallaxe  de  8", 6322;  son  coefficient,  étant  réduit  à  la  paral- 
laxe de  8",  848  par  le  facteur  1,0260,  devient  i25",44.  L'accord  est  donc  ici  très 
satisfaisant. 

Pour  la  latitude  B,  M.  Newcomb  forme,  d'une  manière  analogue,  d'abord 
l'expression  de  sinB,  puis  celle  deB.  La  comparaison  des  coefficients  de  Hansen 
avec  ceux  de  Delaunay  est  donnée  dans  la  Table  IV.  On  s'est  dispensé  d'appli- 
quer ici  les  petites  corrections  qui  résultent  de  la  différence  des  valeurs  de  Jo, 
impliquées  dans  les  deux  théories. 

D'après  Delaunay,  le  coefficient  de  sin(^  +  w),  dans  l'expression  de  la  lati- 
tude, est  -f-  18  46t",  26.  Les  formules  de  Hansen,  transformées  par  M.  Newcomb, 
donnent  4- i8463"248.  Quant  aux  Tables,  la  valeur  adoptée  pour  Jo(5°8'4o") 
étant  de  8",o  plus  faible  que  celle  qui  entre  dans  les  expressions  théoriques, 
elles  donneraient  aussi  un  coefficient  plus  faible  de  8",  si  l'expression  de  s  ne 
renfermait  aucun  terme  en  ^+  w.  Mais  cette  condition  n'est  pas  remplie,  car 
Hansen  a  laissé  subsister  dans  s  le  terme 

+  2",7o5  sin(/-!-  w)  —  -f-2",7o5  sin(^     w)  —  o",r49  sino)  +  o",i^g  sin(2^  +  w), 

qu'il  a  fait  disparaître  plus  tard  {Darleg.,  t.  I,  p.  438),  et  il  ajoute  encore  le 
terme 

+  3",7o  sin(^- +  w), 

qui  paraît  provenir  de  la  correction  empirique,  fondée  sur  l'écart  supposé  entre 
le  centre  de  gravité  et  le  centre  de  figure  de  la  Lune.  La  différence  entre  le  coef- 
ficient théorique  et  celui  des  Tables  se  trouve  ainsi  réduite  à  8",  10  —  6",  4  =  i",6, 
et  l'on  peut  admettre  que  le  coefficient  définitif  de  sin(^-H  co)  est  -+-18461  ",63 
pour  les  Tables  de  Hansen.  Pour  y  ramener  les  deux  théories,  il  suffirait  de 
multiplier  les  coefficients  de  Delaunay  par  1,00002,  et  de  diviser  par  1,00009 
ceux  de  Hansen. 
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Dans  une  dernière  Table  (Table  V),  M.  Newcomb  a  réuni  les  coefficients  de 
l'expression  du  sinus  de  la  parallaxe,  d'après  Hansen,  Delaunay  et  Adams.  Les 
coefficients  de  Hansen  ont  été  obtenus  en  développant  la  formule 

D  I  -h  ecos  /  /  ï    0  \ 

8,2170139.  La  constante  de  sinp  a  les  valeurs  suivantes  : 

Hansen.  Delaunay.  Adams. 

3422",  09  3422",  7  3422",  32 

En  tenant  compte  de  la  différence  des  données,  la  constante  d' Adams  se 
réduirait  d'ailleurs  à  Zl^i-?." ,\i  :  elle  coïnciderait  donc,  à  très  peu  près,  avec  celle 
de  Hansen;  et  il  est  à  remarquer  que  l'accord  est  presque  parfait  pour  tous  les 
autres  coefficients. 


,  1  D 

ou  lOfiÇ  -  = 

o  n. 


T.  -  m. 


^1 
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CALCUL  DES  INÉGALITÉS  PLANÉTAIRES  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


157.  Dans  le  calcul  de  ces  inégalités,  on  est  conduit  à  considérer  quatre 
corps,  la  Lune  L,  la  Terre  T,  le  Soleil  S,  et  une  planète  P.  Soient 

X,  y,  z,  r  —  sjx"^  H-  y"'^  -h  z-  les  coordonnées  géocentriques  de  L, 
^i'j'i»      ^\  —  v'^7"^7r+-^7  Ï6S  coordonnées  géocentriques  de  S, 
•f\^,      Dj  =  y/^J  +  r\\  +  'C^  les  coordonnées  géocentriques  de  P, 
x",y",  z",  r"  —  sjx"^  H-  y"'^  4-  z"^  les  coordonnées  héliocentriques  de  P. 

L'une  des  équations  difFérentielles  du  mouvement  est 

d^x      ixx                                    x'.  —  oc  ,  x', 

TTT  +  —  =  j  —  ni'  -4- 

+  m"  il—  • 

[(Il  -  xY^  (ni  -7)2+  (ç,  -zyf        {X\ H-  + 

où  (j.,  m'  et  m"  désignent  respectivement  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de 
la  Lune,  la  masse  du  Soleil  et  celle  de  la  planète,  en  y  comprenant  le  facteur  f. 

Il  convient  d'introduire  le  point  G,  centre  de  gravité  de  T  et  de  L,  et  les 
coordonnées  x' ,y' ,  z\  r'  —^x''^-{-y"'-{-  z'^  du  Soleil,  rapportées  à  l'origine  G. 
On  trouve  immédiatement 

(2)  x\—x'-\-ax,       y[~y-^ay,  z\=z'-^az, 

en  désignant  par  a  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  la  somme  des  masses  de 
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la  Terre  et  de  la  Lune.  On  a  ensuite 


H,  —  x\  H-  x"  =  ^'  -H  x"  +  nx. 

Si  donc  on  pose 

(  Ç=^'+.r",       Y2=/4-/',  C=:;'+^", 

(3) 

on  en  conclura 

^,  Yi  et  ^  seront  les  coordonnées  de  P,  rapportées  à  l'origine  G. 

Si  l'on  a  égard  aux  relations  (2)  et  (4),  et  si  l'on  remarque  que  \,  v]  et  '(  sont 
indépendants  de  y  et  on  trouvera,  en  partant  de  (i),  que  les  équations 
différentielles  du  mouvement  peuvent  s'écrire 


di- 


dt- 


\xx 

dR" 

dx 

~^  d  x 

v-y 

àR' 

dR" 

^  àr 

dy 

âR' 

âR" 

,.3 

"  dz 

en  faisant 


-L  R'  =   '   

^i'  (i._a)v/[^  -(j  -  a)xy-i-[y'-{i~a)fY-+-[z'-{i~a)zY 


G  v/(  .r'  -H  axf  "-^  (/  +  ar)^  +  (s'  -H  (75  )^ 


1 


0-\/(|  -T-  (7^)^  +  (y]  +  (7j)-  +  (Ç  -h  0-2)2 

R'  est  la  fonction  perturbatrice  du  mouvement  de  la  Lune,  qui  répond  à  l'ac- 
tion du  Soleil,  tandis  que  R"  correspond  à  l'action  de  la  planète. 

Si  l'on  pose 

I  xx'  -1-  yy  '  +  zz'  r-  rr's', 
\  x^  -hjn  +  ^C  =-/-D5", 
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les  expressions  précédentes  de  R'  et  deviendront 


-L  n'=.  L   ' 

m'  /  ,-2  /  r 

-R" 
?n" 


(I  -  a)D  y/i  -  2s"ii  _  a)      +  (I  -  ay-  al)  y/ 


D'où,  en  développant  suivant  les  puissances  des  petites  quantités  ^  et  p> 
et  omettant  les  termes  en  ^  et  ^,  parce  qu'ils  ne  dépendent  pas  de  00, y,  z. 


Remplaçons  enfin  s'  et  s"  par  les  deux  valeurs  (5),  et  nous  trouverons 

I   j^,  3  {.T.r' -\- vy' -h  zz')-  T 

m'  2  r'^  2  r'^ 

(6)         <  rs  (.rr'-4- rr'-H -jM'      3  (.r.r' +  r/ h- S3')r2"l 


+  (i  —  2  a) 


m*  2  2 

(7)         {  ^       (-T'E-hyr]-^  z^y      3  (^i?^  +  rn  4- sÇ)r 


(i  —  2cr) 


[  2  ■         'D''  2  J 


On  remarquera  que  le  calcul  précédent,  en  ce  qui  concerne  R',  avait  déjà  été 
fait  (p.  184  et  i85  de  ce  Volume). 


158.  Les  termes  de  la  première  ligne,  de  R'  ou  de  R",  sont  de  Tordre  de  ^5 

ceux  de  la  seconde  liaçne  de  Tordre  de  -77)  — 

M.  Hill  a  indiqué  (American  Journal  of  Mathematics,  t.  VI)  un  mode  de  dé- 
composition de  la  première  ligne,  qui  a  l'avantage  de  séparer  les  coordonnées 
de  la  Lune  de  celles  de  l'astre  perturbateur,  et  de  faire  discerner  tout  de  suite 
les  termes  utiles  pour  la  recherche  d'une  inégalité  donnée.  M.  Radau  a  appliqué 
le  même  principe  aux  termes  de  la  seconde  ligne  (Annales  de  V Observatoire  de 
Paris,  Mémoires,  t.  XXI).  Nous  emprunterons  la  plus  grande  partie  de  ce 
Chapitre  à  l'important  Mémoire  de  M.  Radau. 

En  supprimant  les  facteurs  i  —  2a,  . . .,  sauf  à  les  rétablir  quand  ce  sera  né- 
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cessaire,  on  tire  aisément  des  formules  (6)  et  (7)  les  développements  suivants  : 

-R '  —  (  I  -j-  3  ^^^^  77-"  h  oxy  ■ — 7^      ozz  ■  jz  

3                              /i       5ô"-\          3  7-2-5::V3  52'2\ 
4- 8  (^^' )  (7:7^  --77^)  +  ^^'  4         (^7^5  -  77^; 

+  8                                '  ^^^^ 
+  -^-  hi5— p^-; 


(9) 


3  /i       5C2\       ^3r2  — 5  3^3 

5  (,r^_  3.-rr2)(P—  3gr)2)  +  (3.r  .î?^  —  r^M  3  Y]     —  "O') 
+  8  Ô7 


\  ■  -4  D^* 

159.  Soient  maintenant  w  l'anomalie,  ç  =  g  +  w  l'argument  de  la  latitude 
de  la  Lune,  i  l'inclinaison,  y^sini*,  A  la  longitude  du  nœud;  nous  pouvons 
poser 

=r  (i  —  y^)cos{ç  +  h)     y'^cos{i>  —  h), 


(10)  {  ^  =    — y2)sin(t'-f-  h)  —     sm{i' —  h), 

—  =  2y  \/i  —  y^  s'inv. 

Nous  pourrons  le  plus  souvent  faire  abstraction  du  déplacement  de  l'éclip- 
tique  et  prendre  o.  Soient  alors  Y',  V"  les  longitudes  de  la  Terre  et  de  la 
planète  P  dans  leurs  orbites,  et 

V'=:ç;'  +  /i',       Y"  =  ç"  +  h", 

h' et  h"  étant  les  longitudes  des  nœuds;  en  faisant  y"  sin^i",  et  se  reportant 
aux  formules  (3),  on  aura 


— cosV,       7'=r  — sii)  V, 
-     cos  V  4-     cos  V"  +  2y"^  r"  sin  h"  sin  i>", 
n=z~r'  sin  V  h  r"  sin  V"  —  2  y"''  r"  cos  h"  sin  p", 


374  CHAPITRE  XVIII. 

OU  bien 

j  I  =  -     cos  V  4-  ( I  -      )  r"  cos  V"  -i  -         cos  (  2  h"  -~  \"  ) , 

(12)  <  Y]=  — siriV'  +  (i  _ sinV"+/'2/'"  sin(2A"  - V"), 
(  Ç  —  2 r" (y" _  i  y"3)  sin (  V"  —  h"). 

En  se  reportant  à  la  signification  (3)  de  D,  on  trouve 

D^-=  2, _       cos(V'-  V")-  2/-'r"/'2  cos(  V'+  V"-  2  A"), 

OU  bien 

î)'^Dl  ^-  4 y"^ /■'/•"  sin(V'-  h")  sin(V"-  /r"), 

en  posant 

(13)  D^  =  /-'^-.;- /'"S-- 2 /■'/•"  cos (V- V"). 
On  en  déduit  ce  développement 

I  _1       J  2py"'r'r"  s\n  (Y^—  h")  sin(  V"—  h") 


(1-4) 


"0 


L_  [cos  (  V  -h  V" -  2  A" )     cos  (  V  -  V" )]  +  . 


Nous  pouvons  maintenant  nous  servir  des  formules  (10)  pour  exprimer  en 
fonction  de  r  et  v  les  combinaisons  des  coordonnées  x,y,  z  qui  entrent  dans  les 
divers  termes  de  R'  ou  de  R".  Nous  trouverons  pour  les  termes  de  la  première 
ligne,  en  négligeant  désormais 

/     r--^  _  i-_6y-+6y^  3 

""47^   4  2  7')      2  (V 

^     —   3  3  o 

4  ^(i~y-)'cos(2r-;-  2  A)  1-  — cos  (  2  r  -  2  A)  h  -  y^(f  -  y^)  cos2  A, 

('5)  {        ~  ^    :  sin(2,. +  2A)  -  ^y'^  sin(2r-2A)-t-  ^y2(,_y2) 


2  /• 


3  5^  =^  ^-  3y  y^)  sin (  2  r  +  A)  +  3  y^  sin  ( 2  c  ~-  A) 3y    i  -  ^  y^^  sin  A, 

3       -:  -3y  (^i-  ^y2^cos(2r  h  A)  h-  3y^  cos(2  r A)  ~  3y  (^i  -  ^  y^^  cosA. 

Pour  les  termes  de  la  seconde  ligne,  je  renvoie  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Ra- 
dau. 

Il  faut  maintenant  substituer  dans  R"  les  valeurs  elliptiques  de  r,  v,  r',  Y  = 
r",  y"=v"+h".  Cette  opération  comprendra  trois  parties  que  nous  allons  con- 
sidérer successivement. 
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160.  Développement  des  quantités  r'^  —  3z'-,  x-  -  -  y',  xy,œz,  yz,  qui  se  rap- 
portent uniquement  à  la  Lune;  nous  omettons,  pour  plus  de  simplicité,  les 
expressions  du  troisième  degré  en  oc,  y,  z,  qui  ont  trait  à  la  seconde  ligne  deR". 

On  atteindra  rapidement  le  but  au  moyen  des  relations  (i5)  et  des  formules 
suivantes,  qui  sont  bien  connues, 

^  =- 1  +  -    —  (^2 e  —        )  cos  /  —  - e'^  cos 2 /  —       cos il  —  .  .  . , 
2        \         4    /  2  4 

^008(2^^  H-  a)  — ^1  —  ~       C0s(2^>-  +  2/+  a)+  ecos(2^'-  +  3/  +-  a) 

—  3e  cos ( 2 +  /  +  a )  +•  -     cos {^g  +  a) 

 'j  e=*  cos  (  2    —  /  H-  a  )  + .  .  .  ; 

24 

a  désigne  une  constante  à  laquelle  on  devra  attribuer  les  valeurs 

o,       ±2/1,       ±ih — 90",       ^  h,       ±h  —  90°. 

On  trouvera  aisément,  en  désignant  par  L  la  longitude  moyenne,       g  l, 

,.2  —  3  2  ^  /^'^  +       2  ^      COS  (  2  L  —  2  /i  ±  kl), 

Ae^'y"^' cos(2L  —  2iL  +  zt 

OÙ  i  doit  recevoir  l'une  des  valeurs  o,  \  ,  2.;  xy  est  donné  par  une  expression  de 
même  nature,  dans  laquelle  les  cosinus  sont  remplacés  par  des  sinus.  On  trouve 
ensuite 

xz  —  ^  A  y-'-'  e''  sin  ( 2 L  —  2  «'L  +  2  Ui  ~  h  ±.  kl), 

oîi  i  doit  recevoir  les  valeurs  o,  i,  2;  yz  s'en  déduit  en  changeant  les  sinus  en 
cosinus. 

161.  Nous  passons  maintenant  aux  développements  des  quantités 'C^,  i^—  v]^, 
^Y],  y]'C,  qui  contiennent  les  éléments  elliptiques  de  la  Terre  et  de  la  pla- 
nète P. 

On  tire  des  relations  (12) 

Ç2  ^  2  y"2  (  I  -  -  y"2  )  r"-  [  t  —  ces  (  2  V"  —  2  li")] , 
^2—  y}2 _      cos 2  V  -h (r  —  y"2 r"'-  cos 2  V" -h  y"'      cos ( 4 A"  —  2  V" ) 

-  2(1  —  y )/■'/•"  cos  (V'+V")  -  2 y"2 /•'/•"  cos  (V—  V"+  2 h') 
+  2y"2(i  — y"2)/'"2  cos  2  A"; 
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on  obtient  -h  2^y]  en  changeant  les  cosinus  en  sinus 

=  -  ^y"2^  r',-"[sm(V'+ V"— A")-sm(V'  — V"4-  h")] 

+  ^y'")  /'"'[sii^sV"  -  A")- sinA"] 

-+-      r"2  [  sin  h"  -  sin  (  3  h"  -  2  V" )]  ; 

on  obtient  —  y]'C  en  mettant  des  cosinus  au  lieu  des  sinus. 
Il  convient  d'écrire 

V'+ V"  =  (V'—  Y") -h  2\". 

On  remplacera  ensuite  r",  V",  r'  et  V  —  V"  par  les  développements 

I  I 

-7,  iH —  e"'^  —  e"  cos  l"  e"^  cos  2  /"+... , 

a  2  2 

V"  =  L"  +  2e"sin/"H-  ye"2sin2/"4-  .  -  ., 
4 

— /  —  I  +  -  e'^  —  e'  cos    —  -     cos  2  ^'  +  .  .  . , 
a  2  2 

V  —  V"     L'  —  L"  -h  2  e'  sin  /'  -  2    sin    -1-  ~  e''  sin  2  Z'  -  ^  e"^  sin  2  /"+...  . 

4  4 

On  en  déduit  sans  peine 

=  e'^''^'"'"cos[2L"-  2/L"-Hy  (L'-  L")-l-  2«A"±  k'l'zhk"l"], 

|C  =  2  ^  î'"""'  e'^'  e"''"  sin  [  2  L"  -  2  iL"  +  /■  (L'  -  L" )  +  2  iA"     A"  ±  k'  l  ±  k"  /"], 

OÙ  i  doit  recevoir  les  valeurs  0,1  et  2. 

162.  Il  nous  reste  enfin  à  développer  les  quantités  j^3,  j^,  ce  qui  se 

fera  au  moyen  des  formules  (i3)  et  (i4).  La  première  donne 

ÎT7'      ^  ^\>'  +      '      (  V  -  V")  \-  B'^'  cos  (  2  V  -  2  V"  )-+-..., 
où  les  coefficients  B^",  B^",  . . .  sont  des  fonctions  homogènes  de  /  et  de  r" . 
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On  en  conclut,  aisément 


3-7 


i  =y  Ae"''<!"-cos[,/(L'  -  L')±  AT], 

et,  en  se  reportant  à  ]a  formule  (t4), 

^2  Ae'^-'e"'^"y"^'-^'-''cos[/(L'^-  T/)±  ^^(L"-  /*")]. 

On  aura,  finalement,  pour  ce  qui  provient  de  la  Terre  et  de  la  planète  P,  dans 
chaque  argument,  la  portion 

k'  l  ±z  k"  l"  ±9J{  L"  -  h"  )+,/•(  V  -  L"  ) , 

avec  le  facteur  e"' e'"" Y""''-"' - 

On  est  à  même  maintenant  de  trouver  la  forme  des  divers  termes  qui  figurent 
dans  le  développement  de  la  première  ligne  de  l'expression  (9)  de  R",  et  d'ob- 
tenir en  même  temps  leur  ordre.  Considérons,  par  exemple,  la  portion 

cc^  -  -n^ 

En  prenant  dans  ce'  -  7'  les  arguments  2L,  ih,  2L  —  4^,  et  dans  -  y]'  les 
arguments  2I"  et  2A",  on  trouvera  les  divers  arguments  ci-dessous,  en  regard 


L  par  g 

%g  +  ih 

+  2  Z  — 

91", 

ig  +  2  /i 

+  3/- 

2  /", 

e, 

2  ,^  +  2  h 

-h  l- 

2/", 

e, 

1  g  ih 

+  2Z- 

2//", 

2^  +  2  h 

2/", 

lg  -V-  1  h 

—  l  - 

c\ 

9J1 

-9l", 

•  •  •  » 

7'' 

2/i±:  l- 

-2/", 

•  •  •  > 

ihzizil- 

-2/", 

■  •  •  1 

ig  —  2  // 

+  2r  ^ 

.  .  .  , 

2/", 

y  s 

9  g  —  9J1 

+  /- 

2/", 

9  g  —  9,  h 

2/", 

y^e% 

T.  -  III. 
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On  trouvera,  dans  les  pages  lo,  i  i  et  12  du  Mémoire  de  M.  Radau,  des  expres- 
sions analogues  pour  les  huit  termes  composant  les  deux  premières  lignes  de  R", 
et  ce  Tableau  permet  de  fixer  rapidement  l'ordre  du  coefficient  d'un  argument 
quelconque. 

Cherchons,  par  exemple,  le  coefficient  de  l'argument 

ig -\--2h  +  2>l'—9A". 
En  faisant  abstraction  de  la  différence  /'--  /",  il  se  réduit  à 

2^  ^-  2  A  -h  l"z={ig  +  2 h  —  2 /")  4-  3 1". 

Or,  dans  notre  Tableau,  l'argument  ^~  ih  —  2/"  aie  coefficient^^;  en  ajou- 
tant 3/",  on  introduira  le  facteur  e"^  ;  mais  on  peut  écrire 

3/"i-_  3/'-  3(/'—  r)-s^.  2^-^  r-  2(/'-  r)^_:     2/"-(r—  /"). 

Donc  on  aura,  pour  le  facteur  principal  de  l'argument  proposé, 

e'e"-e',    e^e"e''-,    e- e'\ 

On  aura  aussi  e-e"Y'^  et  e^e'y"-,  en  comhinant  avec  31"  ou  2/"—  (/'—  /") 
l'argument  partiel  2(L"  -  A"). 

163.  Il  s'agit  maintenant  de  considérer  surtout  les  arguments  dans  lesquels 
le  coefficient  du  temps  est  assez  petit,  de  façon  à  donner  des  inégalités  sen- 
sibles. M.  Radau  a  donné  à  ce  sujet  un  Tableau  très  complet  (p.  t3-i6  de  son 
Mémoire),  dans  lequel  il  représente  par 

M*,    V,    T,    M,    J,    S,  U, 


les  longitudes  moyennes  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  el 
Uranus.  Voici  d'abord  les  mouvements  diurnes  de  ces  longitudes,  ainsi  que 
celles  de  /,  L,  h,  g,  . . .  : 


Lune. 


Planètes. 


L  = 
h  . 


7  g-^r  h. 
■—h  

•-+-3/^.  .. 


47033,97 
47434,9^1 
—  I9'>w7 
-'-591,60 
-f-4oo,9'2 
-^^78'^,4fi 
-i-  19,38 


M*   i4732;42 

V   5767,67 


T. 
M. 
.1  . 
S. 
U. 


3548, 19 

1886,52 

299, I 3 
19,0, 4") 

4  2!,  9,3 
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J'extrais  du  Tableau  de  M.  Radau  les  données  suivantes  : 


Ordre.  Coefficient.  Argument.       Mouvement  diurne.  Période. 


0  

1 

—  T 

V 

(Ilaasen  ) 

0  

1 

—  i\ 

■}-  V 

'  44^9,0 

0,80 

(Hansen) 

1  

e' 

—  3T 

V 

H-  890. 71) 

4,u 

5  

-["■^c'i 

—  i3T 

-.^8  V 

14, 85 

■^39 

(Haiisea-Delaunay  ) 

;j  

iGT 

-18  V 

-    1 3 , 0 1 

273 

(Hansen-Delauaay  ) 

- 

-  2o3,58 

17  >  1 

(Neison-Hill) 

5  

a 

L  y!4T 

•20 -M 

-h  8,6j 

4 10 

(Neisoii-Gogou) 

8  

—,  Y  -  ee 

3// 

H-  J9,38 

i83 

(Laplace-Poissoii 

0  

(i  ,1 

s 

2J 

-  ^,57 

.540 

M.  Radau  a  compris  dans  sa  liste  quelques  arguments  à  période  relativement 
courte,  qui  ne  renferment  pas  d'éléments  lunaires,  mais  seulement  les  longi- 
tudes h'  et  L".  Leur  importance  vient  surtout  de  l'action  indirecte  que  les  pla- 
nètes exercent  sur  la  Lune,  par  les  perturbations  du  mouvement  de  la  Terre, 
en  ajoutant  à  r'  et  Y',  dans  R',  des  inégalités  où  figurent  les  longitudes  L",  dé- 
signées plus  haut  par  les  lettres  V,  M,  J,  — 

1G4.  Il  nous  faut  dire  maintenant  comment  se  calculent  les  inégalités  de  la 
longitude  de  la  Lune  qui  dépendent  des  arguments  considérés. 

La  substitution  des  valeurs  elliptiques  des  r' ,  r'\  V  et  Y",  dans  les  diverses 
portions  de  la  fonction  perturbatrice  est  souvent  très  laborieuse.  On  peut  la 
déduire  directement  d'une  formule  générale  donnée  par  M.  Radau. 

Soit  proposé  de  développer  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  L  et  L'(nous 
mettons  pour  abréger  L  et  L'  au  lieu  de  h'  et  L"),  l'expression 

a  ces  (A  +  iV  -f-t'V'), 

OÙ  3  représente  une  fonction  de  ret  r',  et  A  une  constante.  En  se  bornant  aux 
termes  du  troisième  ordre  en  e  et  e',  on  doit  remplacer  r  et  Y  par 

/•  =  a  j^i -h  -     —      —  g  e*^  cos/—  ^     0082^  —  g     cos3/  , 
V  =  L  -h  ^26  —  7       sin/H-  7     sin2/+  —  sin3/, 


r'  et  Y'  par  les  mêmes  expressions  dans  lesquelles  on  accentue  toutes  les  lettres. 
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On  aura  rccoui's  à  la  série  du  Taylor  qui  donne 


—  L  -f-    a    ,  - 
(Ja 


-  e-  —   e  —        \  cost 


2 


^  cos/ -  . . . j 


•2  da^ 


cos(A  H-  f  V  -h  <'  \  ')=:cos0  —  sin0  j^t  ^^e—  ^-       sin/4  ...-+-<'  ^2 e'  —  ^  e'^^  sin/'  + .  . . 

OÙ  C  désigne  ce  que  devient  S  quand  on  remplace  r  et  /•'  par  a  et  a' ,  et 

0  =  A  F  iL  \-  i'L'. 

On  trouve  finalement 

Gcos(A  4-  + 

=  HoCOS0 -h  Hi  e  cos(0 -f- /  )     H2  e-  cos(0 -h  2/)     -1- H3  cos(04-3/) 
-H  H;e'cos(0  +  /')  H  H;é?e'cos(0-h^-T-/')  -^H'3e2e'cos(0+  2/  + 

+  M- H^e'^  cos(0  4- 2/')    H- H3ee'2cos(0  + 2/') 

+   -^Wle'^  cos(0  +  3/') 


Nous  n'écrivons  pas  les  termes  analogues  oîi  /  et  /'  sont  remplacés  par  —  / 
et  —  car  les  coetïïcients  correspondants  se  déduisent  des  précédents  en  y 
changeant  respectivement  i  en  —  i,  ou  i'  en  -  i' .  Il  ne  faut  pas  oublier  d'ail- 
leurs que,  pour  0=-^  o,  les  coefficients  qui  suivent  Ho  sont  doublés  parce  que 
cos( —  /)  coïncide  avec  cos/. 

On  verra  aussi  que  H',,  II';,  II';,  H3  se  déduisent  respectivement  de  H,,  H.,  h; 
et  H.,,  en  permutant  a,  e,  i  en  a',  e  et  i' . 

Posons 

mais  en  désignant  par  •  •  ce  que  deviennent  •  pour  r  =  a  et 
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—  a'\  la  distinction  est  importante  si  G  contient  a^wd .  Nous  trouverons 

Ho     C  +     (-  i^C  +  ^  C,  -i-  ^      -^- e"-  (-  .-'^-C  +  ^  C'+  ^  C")  , 
Hi---^C  +      [  8  ^"^  Te  ^'"^-8~^^~T6^ 


8  i6 


Ha  ^  ^  —y—  C  ^  Cl  -r  g  C,, 


h;  -  r  «'G  -  -  (fC'  +  i'Ci)  +  7 
1*2-^  —8-^  4~       8  ' 

.  /|  <2  +  TO  i  -4-  1 3         .^1        9<  4-  3  ,   /  -r  r  .  I 

H-<  —  L   ;   G  —  IX   ^1   Q~  Tô 


H;-/^i^(^'c-:^c')--^(^^'c.-^c;j  +  g^.'c.--c,p 


«3  =  ^   ^4  ^  ,6  8  48 

Pour  le  calcul  des  quantités  C,  C, ,  ...  qui  sont  des  fonctions  homogènes  de  a 
et  a! y  il  convient  d'introduire  le  rapport 

a' 

a  —  —  > 
a 

que  nous  supposerons  toujours  <  i  ;  de  sorte  que  a  représente  la  distance 
moyenne  de  Mars  et  de  Jupiter  et  a'  celle  de  la  Terre,  ou  bien  a  celle  de  la  Terre 
et  a!  celle  de  Mercure  ou  de  Vénus.  On  suppose  encore 


On  trouve  immédiatement 


cloL  dcf.' 
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mais  les  dérivées  ,  C2,  .  . .  relatives  à  a  dépendent  de  l'exposant  n.  On  trouve 
aisément 

 ) 

d'où 


-c; 

-M)C'  -t-C", 

-c; 

~  {n  -;-  2)C"+  C", 

+  C2 

=  /i  (  «  +  I  )  C  +  2  (  /<  -4- 

-  C", 

+  c; 

r=  (/i  +  i)(«  -h  2)  C  H- 

2(/i  H- 

2)C"-i-  (7, 

-C3 

n{n  --1-  I )  ( +  2 )  C  - 

3(/i 

+  .)(M-2)C'-r  3(/i  +  2)C"H-G''" 

On  aura  surtout  à  attribuer  à  n  les  valeurs  3  et  4;  il  est  facile  de  trouver  les 
valeurs  correspondantes  de  C,,  C'^,  ...  et  de  les  porter  dans  les  expressions  gé- 
nérales des  Hq,  .  .,  H'^'.  Nous  ne  reproduirons  pas  ici  le  résultat  de  ce  calcul 
très  simple. 

165.  Nous  avons  quelques  indications  à  donner  sur  le  calcul  des  quantités 
53'  ijs^  —  Nous  introduirons  les  quantités 

1)72*-  =  (i  -  2  a  cos  0  +         ^lbl-\-  bl  cos 0  H-  6|  cos 2  Ô  + .  .  .  , 

en  supposant  a  <  i,  et  écrivant  pour  abréger  b'^  au  lieu  de  ^i".  M.  Kadau  a  in- 
troduit les  combinaisons  suivantes  des  h, 

 ; 

=  bi-abi:'\ 
V^bi  =  Vbi-  aVZ>^'  =  b'^  ~-2abi^'  +  a^^f  S 


On  sait  que  le  rapport  tend  vers  la  limite  a  quand  i  croît  indéfini- 

ment, de  sorte  que  les  quantités  A,  A^  ...  tendent  vers  zéro.  Elles  décroissent 
même,  en  général,  très  rapidement,  quand  l'indice  augmente,  comme  le  montre 
le  Tableau  suivant,  qui  a  été  calculé  pour  Vénus  et  la  Terre  (a  =  0,728  332  2). 
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12.  . 
13  .  . 
14. . 
IS.. 
16.. 
17.  . 
18  . 
19. 
20. 
21  . 


2 

A. 

A". 

A*. 

3455,835 

55 I , 32 

67,84 

D  ,  1 6 

0  ,  1  3 

P.gSl  ,619 

45  I  , QO 

'i^     T  0 
Jj  ,  1  V. 

4  , 0  J 

9.5o3 ,3oo 

368, 3o 

41,43 

3 ,01 

0,08 

9,109,310 

298,59 

32,19 

2,23 

o,o5 

1766 ,646 

240,92 

24,93 

1 ,65 

0,04 

1471,390 

193 ,5i 

19, 25 

1 ,22 

o,o3 

1219,112 

r54,8i 

14, 83 

0,90 

0,02 

ioo5, 195 

123,37 

Il  ,39 

0,66 

0,01 

825,062 

97>97 

8,73 

0,49 

0,01 

674 , 336 

77, -'5 

6,68 

0, 36 

0,01 

On  a  ainsi  le  moyen  de  vérifier  les  valeurs  des  coefficients  h\,  car  les  A  peu- 
vent être  calculés  directement  par  des  formules  analogues  à  celles  qui  four- 
nissent les  Mais  l'avantage  principal  de  l'emploi  de  ces  combinaisons,  c'est 
qu'elles  se  présentent  naturellement  dans  le  développement  des  divers  termes 
de  R",  comme  nous  le  verrons  dans  un  moment.  Quand  on  suit  la  méthode  de 
calcul  ordinaire,  avec  les  h[,  il  arrive  souvent  que  le  coefficient  de  l'inégalité 
est  la  différence  très  petite  de  deux  nombres  très  grands,  qu'il  faut  calculer 
avec  beaucoup  de  décimales,  circonstance  qui  rend  le  travail  excessivement 
pénible.  Or  l'introduction  des  A  permet  d'éviter  cet  inconvénient  en  réduisant 
tout  de  suite  les  coefficients  à  leur  vraie  valeur.  Les  A  jouent  un  rôle  important, 
surtout  dans  les  termes  qui  dépendent  des  excentricités. 

On  sait  exprimer  les  h\  par  des  séries  hypergéométriques  {voir  notre  t.  I, 
Cbap.  XVII);  on  peut  faire  la  même  chose  pour  les  A  et  les  V.  Ainsi  l'on  a 

-  h\    —  a'  — ^   F  ( .ç,  5  -!-     «  ^  I ,  a-  )  ; 


■>,      ^  ]  .2 .  .  .  i 

2  1.2...? 


I  — a-)"  1.2.../.  \  l'-a-j 


2  (I  -  -  a')"-^        j  .9..  .  .1  \ 

Lb'    -   ^l+'^^•:^^-+l^F(l-^.,^-hI-^,^  +  I,a^). 

2   '        (I  -  a^y-'  1  .2.  .  .  « 


_  (±::zAl-^±1^^  F  (  2  - ?  -  h  I  - ^  + 1 ,    ) , 

(I  -—  a^)-'  --  1 .2  ...  i 
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il  en  résulte  les  relations 


_  ¥{s  ~  i,  s  -h  i,  i  +  I ,  a- ) 
b'g  F  (.V,  ,v  -t-  i,  <■  -r  1 ,  a-  j 

_     ."f  —  I     F  (.î,  .V  -h  «  —  T ,  «  4- 1 ,  ) 
^(       <  -+-  .V  —  1     f  (.V,  .V  -i-  f ,  i -h  1,  a-  ) 

.V  —  T        .<f  —  9.     F ( .ç,  .ç  +  «  —  2,  «  4-  I ,  a- ) 

/>  ç    ^  /      s  —  1         A'  —  '--î     iF(,-S    -i-  '  >  ^  i  -  1 ,  a  ■  j 

et  l'on  voit  que  les  A  successifs  décroissent  très  vite,  lorsque  i  est  un  nombre 
un  peu  élevé.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  V,  qui  sont  en  général  du  même 
ordre  que  les  h. 

166.  Nous  avons  dit  que  les  A  se  présentaient  naturellement  dans  le  déve- 
loppement des  termes  de  R".  L'expression  (9)  de  R"  contient  en  effet  les 
expressions 

r' 

Or,  en  écrivant,  pour  simplifier,  r  et  V  au  lieu  de  r"  et  V",  et  faisant  ~  —  cl, 
les  formules  (12)  donnent 

^  r=  r  cosV  —  r' cosV— /•  cosV -h  y^r  cos(2/<  —  V), 
•0  =  r  sinV  —  r'  sinV  —     r  sinV  +  y'^r  sin  (?,/<  —  V)  ; 

on  a  ensuite 

1)2--,  ,.2  ^_  ;.'2_  2r/''(i  —  y^)  cos(V'  —  V)  —  irr'y^  cos(V'  +  V—  ih). 
Si  l'on  fait 

n?  — T  +- a^- - 'îacos(V  —  V), 

on  trouve 

—  j-cosV  —  acosV—  y^cosV-^  y-cos(2A  —  V)][i  +  a^  — 2  acos(V  — V) -1-  2ay2cos(V— V) 

—  2  ay^  cos  (V  +  V  —  2  A)]" 

,r       ,       /    7      Trx-,  r  I        K      oCOS(V  — V')— cos(V  +  V'  — 2/01 
■_-rz[cosV-acosV'-y^cosVFfcos(2A-V)j|^jyj  -Say''  ^  

de  sorte  que  la  partie  de  pr'  qui  est  indépendante  des  inclinaisons  est  égale  à 


cosV  —  a  cosV  _  I 


(cos  V  —  a  cosV')^  ^5  cos(  «V  —  «V). 
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On  trouve  de  même,  pour  la  partie  de qui  est  indépendante  des 
inclinaisons, 

zzz  -  r  cos  2  V  —  2  a  cos  (  V  -i-  V  )  -h  y.'  cos-  V  ]  V  Z;';  cos  ( <  V  -~  «  V  ) . 

2  I 

On  a,  en  utilisant  une  transformation  bien  connue, 

-  COS  V  y  Z>'  cos  (  t  V  -  i  V  )      -  y       cos  (  V  -  i  V     i  V  ) , 

-COSV  y  ^',COS(/V  -  rr  i^]         '  COS(V-  /V  -i-  /V), 


2 

d'où 


AO':.  cos(  V  —  A  +  f  V). 


On  trouve  de  même 

 _    >   y-li'  coS(  2  V  —  <  V   -,-  f  V  '). 

Si  l'on  remarque  que,  d'après  les  formules  (17),  on  a 

on  trouvera  que  les  parties  de  r'  et  de  -~yr/^  f  "^  qui  sont  indépendantes  des 
inclinaisons  ont  pour  valeurs  respectives 

-A  6»  cosV -,--y  A  Z;',  cos(  \  -IV     lV')-[-  -  U.cos{  \  r-lV--l\'). 

1  1  ' 

-  A^     cos  2  V -h  -  2  ^^^'o  cos  (2  V  —  iV  -r-  iV)  -r^^^  V-(^;cos(2  V  -i~  i\  —  iW). 

On  voit  donc  que,  comme  nous  l'avions  annoncé,  les  fonctions  A6'.,  Yb'., 
A'^^a  et  V-*^''.  s'introduisent  tout  naturellement;  la  transformation  sera  surtout 
'ï.  -  ni. 
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avantageuse  quand  on  aura  à  considérer  l'un  des  arguments 


L  —  iL  -r  iL',    2L  —  f  L  H-  iL', 

OÙ  i  désigne  un  nombre  entier  positif. 

Dans  le  cas  des  planètes  inférieures     >>  r),  on  aurait,  en  faisant  a  —  p  =~-  j; 


r 


OL  cos  V  —  ces  V, 


>'    ,      acosV  — cosV  I 

jj5  '  '  ^-  ^-0—   -  -  2^  AZ>^cos (  V  ' ^ - 1\' 


-       cos  y  -  -  y  A^'„  cos  (  y  -  i  V  H-  i  V)  -    y  V6^.  cos  (  V  -1^  /  V  -  /  V  ) , 


~2  ^  A2Z>'„cos(2V'-/V'  /V) 


^  A^Z>»cos2V'+  -^y^         cos(2  V—  /V) 
1  ^ 

'  2  ^'^icos(2V'-i-<V'-  /V) 


2 
1 


On  trouvera  dans  les  pages  28-3 1  du  Mémoire  de  M.  Radau  les  formules  qui 
permettent  de  calculer  rapidement,  de  proche  en  proche,  les  valeurs  des  A,  A-, 
V,       — ,  ainsi  que  celles  de  leurs  dérivées. 

On  voit  ainsi  que  l'on  peut  obtenir,  d'une  manière  rapide  et  sûre,  la  valeur 
numérique  du  coefficient  d'un  argument  quelconque  de  la  fonction  perturbatrice 
de  la  Lune,  grâce  aux  simplifications  indiquées,  à  savoir  : 

I"  La  décomposition  préalable  des  termes  de  R  en  groupes  qui  renferment 
certaines  combinaisons  des  éléments  lunaires; 

L'emploi  d'une  formule  générale  de  développement  par  rapport  aux  excen- 
tricités; 

3°  L'introduction  des  fonctions  A,  V  des  coefficients  b'^. 

167.  Il  reste  à  en  déduire  l'inégalité  correspondante  de  la  longitude  de  la 
Lune.  On  y  parvient  aisément  en  se  servant  du  procédé  d'intégration  que  M.  Hill 
a  exposé  dans  son  beau  Mémoire,  On  certain  liinar  inequalities  due  to  the  action 
of  Jupiter  {Astron.  Papers,  t.  III;  i885).  Ce  procédé,  qui  repose  sur  la  méthode 
de  Delaunay,  réduit  le  travail  à  quelques  substitutions. 

Nous  avons  vu  que,  dans  cette  méthode,  on  considère  six  variables  L,  G,  H, 
/,  g,  h.  On  élimine  successivement  tous  les  termes  périodiques  de  la  fonction  IV 
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qui  provient  de  l'action  du  Soleil  ;  après  les  avoir  épuisés,  on  conserve  le  terme 
constant  qui  est  comme  le  résidu  des  opérations,  et  dont  les  dérivées,  par  rap- 
port à  L,  G,  H,  fournissent  les  mouvements  4,  et  Ao  des  arguments  /,  g,  h.  Si 
alors  on  ajoute  un  nouveau  terme  périodique,  provenant  de  R",  que  nous  dési- 
gnerons par  R^,  les  éléments  devront  satisfaire  aux  équations  différentielles 

Tt  "  dl'  '        dt      "  dh' 

Soient  SL,  ol,  ...  les  accroissements  des  éléments,  et  ^h^  les  varia- 

tions de  4'  ^0  et  Ao  qui  correspondent  à  SL,  §G  et  oH.  On  aura 


(i8) 


^/âL_^,  dàl  dV. 
~W~d'['         dt         "  dV. 


Posons 

(T9) 


[   Rirrr  A  C0S9, 

I      9-/7  -H  i'  g-  -  r  î"  h  ~+-  et  q, 


où  nous  représentons  par  c/  +  ^  la  partie  indépendante  de  la  Lune  qui  renferme 
les  longitudes  des  planètes,  et  soit 

M     i  If,  -f-  i'  ,^0  -  ^  ^"     -  H  ^ 

le  mouvement  de  l'argument  0.  On  pourra  prendre  finalement 

d  =  Mt-^Q. 

Les  formules  (i 8)  et  (19)  donneront 


d'où 


da  ^_ 
oa  —  ^  ôL 
oL 


dL 

On  aura  ensuite 


.„  da\  A 

^  m)  M 

.„dlA  A 

dol  ()A  û 

<if  c>L 


dL  ^        ÔL      de  dL      dy  âL 


388 

En  intégrant,  il  vient 
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dL 

Les  coefficients 


àlo  .-.àiA  A  dk  sin0 


à  a 


dR  dL 


,      ,  .,r M  '  Qwi  entrent  dans  ces  formules, 

peuvent  d'ailleurs  être  calculés  une  fois  pour  toutes,  à  l'aide  des  séries  don- 
nées par  Delaunay  (t.  1,  p.  834,  ^^7;  t.  JI,  p.  237,  799).  M.  Hill  en  a  déterminé 
les  valeurs  numériques  en  ajoutant  les  compléments  probables,  obtenus  par 
induction,  quand  la  convergence  des  séries  était  insuffisante;  nous  ne  reprodui- 
rons pas  ces  valeurs  numériques. 

Pour  établir  les  expressions  finales  des  perturbations  cherchées,  M.  Hill  intro- 
duit, à  la  place  de  M,  le  rapport^  —  [Jt-,  où  n  — h- représente  le 

moyen  mouvement  définitif.  L'inégalité  de  la  longitude  est  proportionnelle  à  tx-, 
si  la  période  de  l'argument  6  est  très  longue,  et,  par  suite,  [i  très  grand. 
On  pose  • 


et  si  l'on  reprend  maintenant  la  lettre  L  pour  désigner  la  longitude  moyenne, 
on  trouve 

~  {■?. ,  o  1 35  i  —  o ,  oo335>9  i'  -f-  o ,  00008/1  i" )  B  cos  9, 

àe  ~-  (19,  -207  «—19,  îi38  i'  -!  o ,  oo32  i"  )  B  cos  0, 
dy  z:-  (o ,  00 1  \  i  -f-  5 , 56-4  i'  —  ^  ,  5899  i"  )  B  cos  0  ; 


(9.0) 


(9.r) 


dh 


(  -  3 , 0904  /  -j-  o ,  o566 1  /'  —  o ,  o 1 1 37  i''  )  ju. 
—  9.,oiooA  h  o,34'i7X'-f-  0,4719^-" 
( —  3,11 56  i o ,  o6?o8  i'     o ,  o366o  i"  )  (j.' 

o,,oi34A  —  349,84X'- o.o3i3A" 
(—  o,o36So«  i-  o,o'297r  i' o  ,oo3-]6  i")  (x 

-  I-  o  ,  00008  A  o  ,  05877  X'  -        1^4,  54 


B  sin9, 
B  sin9, 
B  sinO; 


on  a  déterminé  'k.  A'  et  A"  par  les  formules 


n    A  A  , 


l'A, 


ôy 


M.  Radau  a  employé  avantageusement  une  modification  de  ces  formules,  en 
faisant  usage  du  rapport 

n       3548", 2 


iNr.(.Ai.iTi:s  i>LAM'.TAinr,s  nu  mouvement  de  t.a  lune.  '^89 
qui  représente  (au  signe  près)  la  période  de  l'argument  0,  et  qui  est  treize  fois 
plus  petit  que  [i..  Il  pose  en  même  temps 


et  trouve 


(9.0  bis) 


{n\  bis) 


—  -(o,  t490'  i  —  o,ooo?46t' —  o,oooooGi" ) P  cos'5, 

j      rvr  (  r ,  4  2 1 5  i  -  -  I ,  /iaSS  f'  +  o ,  0002^  i"  )  P  cos  5, 
07  --(0,00010/  -i-  o,4i2o3<'—  o,4i370t'')P  cos 5; 

(  -  3 , 0.576  i     o ,  o56o I  ï '  —  o ,  o  1 1 24  i"  ) p ~ 

—  o,  14876X  J-  0,0255l  //      0,0349!?  _ 

(     3,o8i6<  -V-  o,o6i42«'-  -  o,o362i  i")p 

—  o,  14901 A  —  25,891  V —  0,00232?." 
-  o,o364i  i  M-  o, 02890 i'—  0,00372 

-\-  o, 000006 }^  —  o,oo435>/  -'y-  9,2i69A" 


ÔL 


oh  =: 


P  sin9, 


P  sin9, 


P  sin9. 


Pour  avoir  l'inégalité  de  la  longitude  vraie,  il  faut  substituer  les  pertur- 
bations des  éléments  dans  l'expression  de  V,  et  il  suffira  généralement  de  se 
borner  aux  termes  principaux,  en  faisant 

(23)  V^L  +  9.esin^-i-o,4iesin(2D  —  0»       D---L—  L'; 

par  conséquent, 

ôV  -  aL  +  <5e[2  sin/4-  o,4i  sin(2D  —  /)]  -^■  2 e  cos  /  0/     o,4i  e  cos(2D  —  /)  (  2  ôL  —  èl). 

Dans  les  applications  courantes  de  ces  formules,  le  coefficient  A  contient  le  fac- 
teur a"^  ou  ^^^  de  sorte  qu'on  a  X  =  2  ou  7v  =  3,  en  faisant  abstraction  des  modi- 
fications que  les  perturbations  solaires  apportent  aux  éléments  de  la  Lune. 

Lorsque  A  renferme  le  facteur  e  ou  e"^,  on  a  i  ou  X'=  2,  à  peu  près,  et 
comme,  dans  les  formules  (21)  et  (21  his),  0/ contient  X'  multiplié  par  un  fort 
coefficient  numérique,  il  peut  en  résulter  une  perturbation  sensible  de  l'élé- 
ment /  et,  dans  V,  une  inégalité  à  courte  période  qui  accompagne  l'inégalité 
cherchée,  dont  l'argument  est  ô. 

168.  L'action  directe  des  planètes  sur  la  Lune  provient  de  la  partie  R"  de  la 
fonction  perturbatrice;  elle  dépend  en  première  ligne,  d'après  la  formule  (9), 

du  facteur  m"  j—  Les  formules  introduisent  le  facteur 


"  ^  7^-  — -  «'2 «2       (planètes  inférieures), 
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OU  bien 


,,  a-       m"   ,    ,„  „ 
a!^  m' 


(planètes  supérieures). 


En  multipliant  ensuite  par  206265"  pour  convertir  en  secondes  d'arc,  et  dési- 
gnant par     le  facteur       ou     a%  on  trouve  : 

Mercure   OR  =  o",o389 

Vénus   o,5i57 

Mars                                                    .  0,0194 

Jupiter   1,3975 

Saturne   0,0679 


On  a,  d'ailleurs, 


--—0,07440,        — -  —  o,oo5535  =   • 


Pour  tenir  compte  des  perturbations  solaires,  dans  R'',  le  plus  simple  sera  de 
substituer  pour  r,  V  leurs  valeurs  troublées.  On  prendra  donc  les  expressions 

(non  transformées)  de  Y  et  de  ^,  données  par  Delaunay,  et  l'on  en  déduira 
celles  de  r"^,     cos2y,     sin2V,  .... 

On  trouvera,  par  exemple,  avec  une  approximation  suffisante,  en  faisant 


n' 

m  — 

n 


8  64 

—  (^2  m'-  +  ^-  me"  +        m'-  e^^  cos 2 D  -1-  (^^ "'^  ces  ( 2 D  -  2  l)  +  . .  . 

De  même 

ô[^cos(2V-2V'-t- A)j  =  ^mVcos(/--A)^(^m-H^7^m^)ecos(/+A) 

—  — u  "î^e^  cos  (2D  —  2  /  -H  A)  H- .... 
128  ^  ■  ' 

Ces  expressions  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

La  partie  R'  de  la  fonction  perturbatrice  est  la  source  de  l'action  indirecte  des 
planètes,  de  leur  action  réfléchie  par  le  Soleil,  car  elle  se  traduit  par  des  per- 
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turbations  des  coordonnées  r' ,  1',  \]'  (rayon  vecteur,  longitude  et  latitude  du 
Soleil).  Nous  prendrons  ces  perturbations  dans  les  Tables  de  Le  Verrier. 

169.  Pour  évaluer  l'action  indirecte  d'une  planète,  il  faut  donc  introduire 
dans  R'  les  inégalités  or,  oV  et§U',  en  posant 

dW  r)R'  (W 

dr'  d\'  di} 

Rappelons,  d'ailleurs,  que,  dans  les  Tables  de  Le  Verrier,  les  arguments  ren- 
ferment la  longitude  moyenne  de  la  Terre,  qui  est  désignée  par  et  qu'il  faut 
augmenter  de  i8o°  pour  avoir  celle  du  Soleil. 

En  faisant  abstraction  de  âU',  et  considérant  la  première  ligne  de  l'expres- 
sion (8)  de  R'  comme  une  fonction  de  V  —  V  qui  a  en  facteur  p^,  on  peut  faire, 

(24)  èR'--=-m''^;'-^^d\'. 

L'action  indirecte  est,  dans  certains  cas,  beaucoup  plus  sensible  que  l'action 
directe.  Considérons,  par  exemple,  le  premier  terme  de  la  formule  (8),  on 
aura 

=  o,        (5R'  — —  -,  TT-àr'---  —  y/t'^  a^{i  -i-  4e'  ces/')  -,  , 

dV  4    r'*  4  '  'a' 

OU,  plus  simplement, 

4  Cl 

de  sorte  que  les  inégalités  qui  en  résultent  apparaissent  comme  des  perturba- 
tions  du  rayon  vecteur  r.  En  prenant  dans  les  Tables       =  A  cos6,  on  trouve 

dR'--ln'^aK\.COse; 
4 

par  conséquent,  en  vertu  des  formules  (21),  dans  lesquelles  on  doit  faire 

i  =  i'  =  i"  =  o  et  7.  =  1, 

n'- 

ôL  z=  3a  —  A  siiiô, 
OU  bien,  par  les  formules  (21  bis), 


3  2 
(5L  =  -  X  o,  l'^èn&pk  sinô     -  pk  sin9. 
2  '  9 


En  supposant  que  la  période  est  très  longue,  et  que  or'  dépend  principalement 
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de  oa' ,  on  aura  encore,  à  peu  près, 

3 

(20)  ôV'=i  pk^\\\0\ 

en  comparant  les  expressions  précédentes  de  oV  et  de  oL,  il  vient 

( 26)  aL   —  ~  av-  —  o,  i5  ôv. 

27 

Quelques  mots  d'explication  sont  ici  nécessaires  :  on  a 

—  e' cos /' M- .  .  .  ), 
V     L'  -h  y  II'  dt  +  2  e'  sin  /'  f- .  .  . , 

d'où 

■s  ,      àr'  ^  , 
0/-      ôa  -h  — ■-:  oe  4-  .  .  .  , 

aV  —  ôL'      [  d/i'  dt  ~\-        oe'  -h  .  .  . . 
J  àe' 

Si  oe',  . . .  n'interviennent  que  très  peu,  nous  supposons  que  l'on  peut  prendre 

or'  —  àa'  -  -  A  a'  ces  Q. 

On  a  ensuite 
d'où 


'>.  on'      3  or// 
n'     '  a' 


■s  ,  ,  /'  A   .    ^  3     .    .  , 

2  M  2  ' 

d\ '■::-—  -  p\  alnO, 


ce  qui  est  la  formule  (26),  laquelle  serait  en  défaut  si  l'inégalité  â/'  provenait 
surtout  des  perturbations  de  l'excentricité  et  du  périgée  du  Soleil. 

On  pourra  donc,  d'après  la  relation  plus  ou  moins  empirique  (26),  se  faire 
une  idée  de  l'importance  probable  du  coefficient  de  l'inégalité  de  L,  en  divi- 
sant par  7  celui  de  l'inégalité  analogue  de  la  Terre. 

Pour  en  montrer  l'application,  cherchons  le  coefficient  de  l'inégalité,  due  à 
l'action  indirecte  de  Vénus,  qui  dépend  de  l'argument  i3T  —  8V.  Les  Tables 
donnent,  pour  la  Terre, 


aV       r  l",92  siii(i3T      8V  l32"); 
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011  en  conclura 

ÔL  =  -o",29sin(i3T  — 8V+  i32°). 
Delaunay  trouve,  pour  la  partie  qui  provient  de  l'action  indirecte, 

ôLt=— o",27sin(i3T  --8V  +  i38°); 

l'accord  est  très  satisfaisant.  La  partie  qui  dépend  de  l'action  directe  de  la 
planète  est  à  peine  sensible;  le  coefficient  est  inférieur  à  o",oo4. 

170.  Pour  calculer  d'une  manière  plus  précise  les  inégalités  dont  l'argument 
ne  renferme  pas  /,  g,  h(i  =  i'  =  i"  =  o),  nous  aurons  à  considérer,  pour  l'action 
directe,  le  terme 

r^— 3^2  D\ln'^a'' 


R"  =  m" 


41)J 


OÙ  DlL  représente  le  facteur  numérique  —,  ou  ^  a%  exprimé  en  secondes  (voir 
le  n'^  168),  et  D,  le  radical 


\/i  +     —  2  a  cos  (  V  —  V )  ; 


,/3  ^"3 


on  a  remplacé  par  l'unité  le  facteur  ^  ou  ^)  parce  que,  dans  la  formule  géné- 
rale qui  sert  à  développer  >  les  dérivées  G, ,  Ga, . . .  sont  finalement  remplacées 
par  les  dérivées  G',  C'\  . . .,  qui  ne  dépendent  que  de  a  (voir  le  n°  164).  Dans  un 
calcul  rigoureux,  il  faut  ajouter  à  ~  les  termes  en  y"^,  les  perturbations  so- 
laires, etc. 

Pour  l'action  indirecte,  nous  aurons 

ÔR'  =  -  j  m'  ^  dr'  =  -^  n'2a2(n-4e'cos/') 

4        f  4        \  ^ 

Le  facteur  r^  —  3z^  a  été  simplement  remplacé  par  a-;  mais  l'expression 
plus  complète  <2^^i  —  Gy^  H- ^  e^^  nous  servira  maintenant  à  déterminer  les 
coefficients  de  BL  et  â/.  En  y  appliquant  la  formule  (22),  on  a  d'abord 

i=i'=zi"  =  o,       1—2,       'k'=Ze\  r=-v2y\ 
et  par  suite,  dans  l'expression  (21  bis)  de  BL,  le  facteur 

—  6)/^  +  ^  e^^  (—  o, 2976  +  0,08e-  —  0,42 y-)  =  —  o, 2960; 

T.  -  m.  5o 
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puis,  toujours  par  les  formules  (21  bis), 

ôl   o ,  2980  +  77  , 67    —  o ,  o3  _ 

dL       0,2975  —  o,o8e'^H- o,42y^  —  ^  '79' 

On  aura  ensuite,  en  remplaçant  4^'  par  75' 

3    „  ,  r  ^z-'  (  cos/'\ 

3 

Supposons  le  coefficient  de  —  ^  iPd-  mis  sous  la  forme 

(2^)    _  ^  4_      (^iH-  ^g-)  =cA,cos0  + JU'sin0=:  -  oA.' cos(0  +  90°)  ; 

on  aura,  d'après  les  formules  (21  bis), 

(5L  =  +  7  «^«^  X  0,2960  — ^  sin(9  -.-5^,  COS0  , 

4  \n'-a^  IV -a-  J 

2 

^28)  ôL  =: -/^(oAs  sinô  —  JU'cosô). 

9 

Donc,  ayant  obtenu  le  développement  (27),  on  en  tirera  oL  en  le  multipliant 
par  ^/?,  etchangeant  cosG  et  sinO  en  sinO  et  —  cosG. 
On  aura  encore,  à  très  peu  près, 

ô/r=i,8<5L,        6(5/=  — ÔL,  àe=^o 
10 

et,  par  suite, 

à\  ■=:àL+  —  (2C0S/ÔL). 
10 

L'inégalité  concomitante,  à  courte  période,  qui  provient  du  produit  2cos/SL, 
et  qui  a  pour  argument  G  ± /,  s'obtient  donc  en  divisant  par  10  le  coefficient 
de  SL. 

171.  Proposons-nous  de  calculer  l'inégalité  de  Hansen,  qui  a  pour  argument 
/ 4_  16T  —  18 V;  elle  provient  de  l'action  directe  de  Vénus,  donc  de  R". 
La  première  ligne  de  R"  contient,  comme  on  l'a  vu,  les  parties 

3  3 
r^—'àz\       ^(^'  — -^y,        3^s,  Zyz. 

D'après  les  formules  (i5),  l'argument  /  tout  seul  ne  peut  se  trouver  que  dans 
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la  première  partie     —  3^-.  On  a  d'ailleurs 

3x;"-=  r2__6y2(i_y2)(j_  cos2l')/•^ 


a" 

donc 


~  =  i  —  2e(i  —        +  . .  .  ]  cos  l: 


,.2_  3^2  — —  6y-—  g  e^^ôy*^  ecos/4-  

Il  en  résulte 

R"  =  -  ^  (^i  _  6y'-  -  ^     +  6y'^)  cos /  (^^^  _  ^"  ^ 

On  a  ensuite 

j)2 _  ,.'2     ^//2  _  2  ;•' ( I  —  y'"- )  COS  (  V  -  V" )  —  2  r'  r" y cos (  V  +  V"  —  2  h"), 
Ç  =z  2/-"  (^y"  -  ^  y"^^  sin(V"  -  h"). 

En  posant,  comme  plus  haut, 

=  1- 2acos(V'— V")  4-aS  a=JJÎ^5 

on  trouve 

D2  —  r'2[D?     2ay"2  cos(V'  —  V")  —  2ay"^  cos(  V'  +  V"  —  2  h")], 
r'^       I       ^     „  cos(V'+V"-2A")-cos(V'- V") 

ôi-i)|^-3-y^-  ni  

Il  en  résulte,  en  négligeant  y'"', 

R"  =  —  ^  m"  ^3  e  (^i  —  6y2  -  ^     +  6y*^  cos  ^ 

r  I       ^    „  cos(V'  +  V"-2A")-cos(V'- V")  ,  .  ,  cos(2V"-2A")-i 
X  [5^  +  3ay-  — ^  ^   +6a-y-   

Pour  avoir  les  termes  de  la  forme  voulue,  on  pourra  se  borner  à 

R"         \  m"^  ~  f'e  (i  -  6y^  -  ^  eM-  6y^).(^)' 

,C0S(V'  +  V"—  2/i")  +2aC0S(2V"—  ih") 
X  COS/   jj|  

Nous  négligerons  e'  et  e" ,  et  nous  trouverons,  en  remplaçant  m"  et  y"  p 
leurs  valeurs  numériques, 

R"=—  o",ooo  247n'2a2  ^(_6y2_  ^e24_6y4^  2ecos/ 

X  [cos  (  L'  4-  L"  -  2  /i"  )  +  2  a  cos  (  2  L"  -  2  h"  )]  ^  ^5  '  cos  (  tL  —  ;  L'  ) 
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Pour  avoir  les  termes  cherchés,  il  faut  donner  à  i  les  valeurs  i6  et  17;  il  en 
résulte 

R"=r-o",ooo  247«'2^2  (^,_6y2_  I  e^'  +  6y'^^  2 e  cos ^  Q  -t- a cos (16L'- i8L"4- 2  A" 
R"  =  ~o",ooo2^yn'^a^-e(^i  -  6y2_  ^        6y^)  -h  aô^«)  cos(/h-  16L'-  .8L"+  2/1"), 

puis,  en  remplaçant  h'^  et      par  leurs  valeurs  numériques, 

R"  —  —  o",  001 33     «2  g  cos  0, 
9  =  /  +  16L'-  i8L"+  2/i". 

Nous  avons  omis  pour  un  moment  le  facteur  i  _  ôy^  -  ^  e^-h6y\  lequel 
diffère  très  peu  de  i.  Nous  aurons  donc,  pour  appliquer  les  formules  (21  bis), 

P  =—  0";OOl33/)e=r  o",OI99,  p=-2y3, 

i  =  i,       i'=zi"  =  o,       1  =  2,       -k'T=i,       r  =  o. 

Il  vient  alors 

aL---i6",5sin9. 

Les  parties  qui  dépendent  de  e'\  e'e\  e"''  sont  beaucoup  moins  importantes. 
Delaunay  trouve  en  définitive  {Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i^Ç^i)  : 

ÔL  =  i6",668sin(/  +  i6/'  -18/"  +144043', 5) 
=  i6",668sin(/+ i6L'-i8L"  +  i49''3i',6). 

J'ai  montré  {Comptes  rendus,  6  juillet  1891)  que,  si  l'on  tient  compte  de 
on  trouve  un  complément  soustractif  qui  dépasse  i",6.  M.  Radau  a  repris  mes 
calculs,  et  il  a  vu  que,  pour  tenir  compte  de  il  faut  multiplier  l'inégalité 
par  1  —  0,1037;  il  faut  l'augmenter  de  0,0070  pour  avoir  égard  aux  termes 
en  Y\  Il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  cette  inégalité  doit  être  diminué  de 
l'SSgS.  Il  faut  aussi  tenir  compte  des  termes  en  Y^^'^  et  Y^^e''^  qui  donnent 

-  o",444,  et  du  facteur  i  -  (jf  -  ^-e\  omis  par  Delaunay,  qui  entraîne  une 
nouvelle  correction  de  —  o",2o6.  L'ensemble  de  ces  corrections  représente 

—  2",  25.  Le  coefficientde  l'inégalité  à  longue  période  qui  dépend  de  /+  16T—  1 8  V 
se  réduit  ainsi  à  i4",4;  la  période  est  de  278  ans. 

172.  Cherchons  en  second  lieu  le  coefficient  de  l'inégalité  dont  l'argument 
est  i3L'-  81/  et  qui  provient  de  l'action  directe  de  Vénus.  Elle  a  aussi  s^on  ori- 


INÉGALITÉS  PLANÉTAIRES  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


^97 


gine  dans  le  premier  terme  de  R", 


En  opérant  comme  précédemment,  on  trouve 


cos  (V^  +  V^^  —  2  h")  ~  cos  (V^  —  V'^  ) 


cos  (2  V"  — 2  A' 


]■ 


Nous  remplaçons  m"  par  Wn'^a'^,  r  par  a  et,  en  ne  conservant  que  les  termes 
utiles,  nous  trouvons 


L'inégalité  doit  être  de  l'ordre  i3  ^  8  =  5;  comme  R"  contient  déjà  le  fac- 
teur y''%  il  y  aura  à  considérer  les  nouveaux  facteurs 


Nous  n'aurons  égard  qu'au  premier.  Il  faudra  considérer  le  terme  général 

6',cos(iV'—  iy"), 


ce  qui  introduira  les  arguments 

{i±i)Y'- (iq=i)V",    iy- (iq=2)V"=p2A", 

qu'on  devra  combiner  avec  l'argument  3/'  qui  s'introduit  par  les  formules  du 
mouvement  elliptique.  On  voit  immédiatement  que,  pour  avoir  un  argument 
final  de  la  forme  cherchée,  il  faut  donner  à  i  les  valeurs  9  et  10.  On  aura  donc  à 
considérer  le  produit 

rè|cos(9V'— 9V")  +6]«cos(ioV'-ioV")|  [acos(V'H-V"-2A")  +  2 cos (2V"  —  //)] 
i  2  2 

que  l'on  réduira  à 


R''  = 


( 


a' y  oc  cos  { y  +  y"'  —  2  h"  )  +  2  cos  (  2  —  2  h" 
7')  I)| 


a',    e',    V,        a\    e" ,    L" , 


398 

au  lieu  de 
et  prenant 
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Cl> ^  Clf  y      ^9  ^5 


oibl -i-oc^bin,        i=io,       A  =  —2/1", 


&  =  ioV—8L"—2h". 

On  aura  à  considérer,  dans  la  formule  citée,  seulement  le  terme 
H3e'^cos(ioL'-8L"-.ci/i"+3/'), 

avec  cette  valeur  de  H3, 

4ooH-i5o  +  i3        400  +  90  +  3^      11^       I  ^ 

ils  —  10   TT  ^  Zf-   ^1  -1-  -n-         —    70  ^3» 


24 


16 


_  2815  493  II  I 

tl3  - - -yg  Li  +  ^      -  ^  L3. 

Les  formules  du  même  numéro  donnent,  pour  n  =  3, 

-Ci=:3C  +  C', 

C,=  i2C  +  8C'+  C", 
—  C3=6oC  +  6oC'+  i5C"4-C'"; 


il  en  résulte 
On  a  ensuite 


H. 


i6549       689  27 


d^       p//__„2^^^  r« 

— —  5        Li  —  a  -  7—^  > 


d'où,  en  remplaçant  C  par  sa  valeur, 


16549  r I 


48  I2 

689  fl^ 

16  [2 


a6?  +  a^ôî» 


dbl 


2      «a       2      I  «a  ^ 


ou  bien 


27 
16 

I 

48 


H,  =  oc 


-+-  a' 


d'-bl 


2       d(x'^'      ^  doi 


-  CL* 


d'bl 

da} 


db\ 

da} 

d^bl  d'bl'' 


db\ 

 ï 

da 

d^b{'> 


2a^bl'> 


2       da^    '  <afa^ 


dbl" 
da 


12  1 

743 

^  32 

^  da 

-V  l 

d''b\ 

96 

da' 

20845 

^  799 

db^^ 
^  da 

16 

"2 

+  ^8^^ 

d'b\' 

48  1 

16 

da'- 

da^ 
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Cette  valeur  de  H3,  multipliée  par  le  facteur^  que  l'on  a  englobé  plus  haut 

dans  le  facteur  numérique,  donne  identiquement  le  coefficiçnt  que  Delaunay 
désigne  par     (p.  28  des  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i863). 
Avec  les  valeurs  numériques  de  a,      èj"  et  de  leurs  dérivées  successives,  on 

trouve  finalement 

R"  =  ii",9n'-^a2e^3cos(i3L'—  8L"  —  2  A"  —  3gt')- 
On  peut  appliquer  la  formule  (21  bis),  en  y  prenant 

=  — 239      et      A  =  2, 

ce  qui  donne 

(5L  =—  0,296/?  X  I  i",9e'^  COS0, 

ÔL  =  +  o",oo39sin(i3L'— 8L"+  272°). 

Les  termes  qui  dépendent  de  ^['^  e'- e"  et  de  y"^  e'  sont,  numériquement,  de 
même  ordre  que  celui-ci;  mais  les  autres,  qui  dépendent  de  e'%  e'"e",  ...  sont 
beaucoup  plus  petits.  En  somme,  l'action  directe  de  Vénus  ne  produit  qu'un 
effet  négligeable,  car  le  coefficient  définitif  ne  surpasse  pas  o'',  004. 

173.  Considérons  encore  une  inégalité,  signalée  en  1877  par  M.  Neison,  et 
calculée  plus  tard  avec  précision  par  M.  Hill,  qui  dépend  de  atir  —  2J.  Pour  ce 
qui  concerne  l'action  directe  de  Jupiter,  cette  inégalité  provient  de  la  seconde 
partie  de  R", 

En  se  reportant  aux  formules  (i  5),  il  vient 

3  r  ^2  2£yj' 

R"=  -y  m"{\  —  2y^)   H  cos(2       2h)  — •  +  /-^  sin(2(^  +  2/1) 

d'où,  en  ayant  recours  aux  expressions  (16)  de  ~  gi^n  (^^+  ^^0»  conser- 
vant que  les  termes  en  2©  =  2^  -+-  2 A, 

I  5  Cl^ 

R"=      m"(i  —  2 y''')  -p-r-  [(^-—  -fî^)  COS2C7  +  2^-0  sinacr]. 
8 

Si  l'on  néglige  provisoirement  y"^  dans  les  expressions  de  \  et  y],  il  vient 

R"  —  ^  m\ i-2f)  ^  [ r'^  cos ( 2  V-  2 ) -  2  r'    ces  (  V'+ V"-  2 ro) -t-r"^  cos  (2 V"— 2 gt)] . 
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r' 

On  a,  pour  Jupiter,  2f\i  =  i",3975,  et,  en  posant  p  =  a,  on  trouve 


i",3ioi(i  —  2y'^)  n'^  a'^e^ 


2a"^  cos(2 


V"—  2  Gj)  -  2  a  sin  (  V'+ V"—  2  gj)  +  a^cos(2  Y'  — 2m) 


a  I 

d'où,  en  faisant  ^  =  i ,  et  remplaçant  ^  par  son  développement, 


~  i",3ioi  (i  —  2y^)n'^  o?  e' 


•2  y         CCS  (2V"—  iV-r-  tV-  2C7). 


2 


Si  l'on  ne  retient  que  les  termes  qui  répondent  à  «  =  o,  «  =  ±  i ,  il  vient 

R"=  i",3ioi  (i  —  2y'')n'^  a"     TA^  Z>o  cos(2  V"—  2cj)  +         cos  (V"+  V  —  2st) 

L     f  "2 

+  V^^î  cos(3V"-  y  -  2gt1. 


M.  Radau  développe  cette  expression  par  sa  formule  générale;  il  introduit 
alors  les  arguments 

2L"— 2C7  =  2J  —  2t»j,       dont  le  coefficient  est  fini, 

L"+L'—  2Gy  2  J—  207  + 7n'—C7",   )        .  .  ,  ,  ' 


3L"-  L'--  2CT  —        V  =  2^  —  2m  —  m' -vm\  \ 
Remplaçant  finalement  cr'—  m"  par  sa  valeur  numérique,  il  trouve 

R"=zi        a2g2(i  _  2y2)[2",  7326COS(2C7  —  2  J)--  0",0026  Sin(2CÎ  —  2  J)]. 

Il  tient  compte  aisément  de  y''  en  modifiant  légèrement  le  coefficient  de 
cos(2W  —  2J),  et  le  remplaçant  par  2",  7317. 

Il  reste  à  déterminer  l'effet  des  perturbations  solaires.  Jusqu'ici,  en  effet,  on 
a  considéré  les  éléments  de  la  Lune  comme  elliptiques,  tandis  que,  avant  de  les 
substituer  dans  R",  on  devrait  tenir  compte  des  modifications  qu'ils  éprouvent 
par  le  fait  de  R'.  Celles  qui  proviennent  des  facteurs  — xy  ont  pour 
origine  le  développement  de  COS2V,  dont  nous  n'avons  d'abord  retenu  que  le 
5 

terme  -  e"-  cos2îrr.  Or  les  formules  du  n°  168,  en  y  faisant  A  =  2T  =  2 Y',  don- 
nent  directement 


qui  contiennent  e'  et  e". 
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de  sorte  que  l'on  a  finalement 

5  287  ,  n'~  5  ,  /       387  /i' 

-    C0S2CT  i-  e-  — -  cosacr  =  -     cosacr    i  ,—  

2  12b      /i'^  2  \        020  n 

il  suffit  donc  de  remplacer  par 

287  n'^ 


620 


ou  le  coefficient  2",  7817  par 

2",n32  —  2", 02  — -. 

n- 

Considérons  enfin  le  terme  suivant  de  R" 

TÎF  =  ^r3^|cos(2L'-2L").=  o",o5i7«'-^r^cos(2L'-2T/). 
Les  formules  du  n"  168  donnent  encore  (puisque  2D  —  2/=  2m  —  2L') 
ô(  /-)  =  (^^g-  -  +  3-  -  j        cos (  2 rt.  -  2  L' ), 

et,  cette  expression  étant  mise  à  la  place  de  r-,  le  terme  en  question  devient 

-+-  (  o",l45        -r-  o",  647  ^^2'  )  '^'^  C0S(2CT  —  2j). 

En  ajoutant  ces  perturbations  solaires  à  l'expression  primitive  de  R",  on  trouve, 
pour  l'action  indirecte  de  Jupiter, 

R"=  n'^  «2  g2  j^(^2",732  -  5",46y2+  o",j45  ^  -  i",37  ^^^'^  cos(2ct  -  2  J)j 
—  o", 026  sin(2  7ry  —  2  J). 

Il  faut  calculer  ensuite  l'action  indirecte  de  Jupiter,  qui  donne 

èW=  n'^  «2  g2  j^^o",267  —  o",  26y2--  o",o5        cos(2nT  —  2  J)  -h  o",oo6  sin(2cî  —  2  J). 

On  a,  finalement,  en  réunissant  les  deux  effets  et  négligeant  le  très  petit  terme 
en  sin(2CT  —  2J), 

R  =  /^'2a2g2  (^2",999-5",72y2  +  o",i45^'  -  i",42^')  cos(2ct-  2J). 
T. -III.  5i 
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Il  ne  reste  plus  qu'à  appliquer  la  formule  (21  bis),  en  prenant 

R  =  ACOS0=:A  COS  (  2  A  -h  2g  —  23), 

i=o,       i'=i"--2,       M=f-2o3",58,  17«"% /Jag, 

e-=iO,  0.5487 ,        7  =  0,  o4  5o, 
a  dA  o  e  âA  -,,7  à  A 

et  les  formules  donnent 

de  =  —  o",4'i67  COS  (2 57  —  ?.J), 
e  dl  — -  —  o",  4408  sin  (  aw  —  9. ,1  ), 

ÔL         4-  o",  9.067,  si  n  (  7,  C7  —  7  J  )  , 

(l'où,  finalement,  pour  la  perturbation  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 

§\T  —  4_  o",  7.06  si  n  (  7    — 7  J  )  —  o",  888  sin  (  /  -i-  7  w  —  7  .T  )  —  o",  1 86  si n  (  /  —  7  T  +  7  J ) . 

Il  y  a  donc  une  inégalité  de  o",2,  dont  la  période  est  de  17^,43,  par  consé- 
quent voisine  de  celle  du  nœud  (18^, 6),  et  une  inégalité  concomitante,  à  courte 
période,  dont  le  coefficient  atteint  o",9,  comme  l'a  trouvé  M.  Hill. 

M.  Neison  avait  cru  que  les  deux  coefficients  devaient  être  respectivement  de 
2",  20  et  de  i",  16,  et  il  avait  pensé  que  l'inégalité  à  courte  période  pouvait  expli- 
quer l'inégalité  empirique  de  i",5,  découverte  par  M.  Newcomb,  en  [87G  [voir 
Nevill,  The  Jovian  evec lion  (^Morithly  Notices,  mai  1890)!. 

Dans  le  but  d'utiliser  les  observations  d'occultations  d'étoiles  par  la  Lune, 
faites  à  l'occasion  du  passage  de  Vénus  de  1874,  M.  Newcomb  {Investigation  of 
Corrections  to  Ilansens  Tables  of  ihe  Moon,  Wasliington,  1876)  entreprit  une  com- 
paraison méthodique  des  Tables  de  Hansen  avec  les  observations  de  la  Lune 
faites  à  Greenwich  et  à  Washington,  de  1862  à  1874.  En  attribuant  une  partie 
des  erreurs  à  l'influence  de  corrections  variables  de  l'excentricité  et  du  périgée, 
il  a  pu  déterminer  treize  valeurs  de  ces  corrections.  Leur  marche  très  nette 
indiquait  une  période  de  quinze  à  vingt  ans  dans  e  et  îrr,  ce  qui  fut  confirmé 
dans  la  discussion  d'observations  antérieures  à  1862.  M.  Newcomb  a  trouvé 
pour  l'inégalité  correspondante  de  la  longitude 

ÔV  — i",r)  sin[/     7i",6(/'  ^  i86.>,t)]. 

M.  Neison  eut  l'heureuse  idée  d'attribuer  l'inégalité  à  l'action  de  Jupiter;  mais 
ses  calculs  étaient  inexacts,  comme  on  l'a  vu  plus  haut. 


174.  Delaunay,  dans  ses  deux  Mémoires  sur  les  deux  inégalités  de  Hansen 
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considérées  plus  haut,  a  eu  égard  aux  perturbaLions  solaires  des  éléments  de  la 
Lune.  Si  l'on  ne  considère,  dans  la  formule  (9),  que  les  termes  de  la  première 
ligne,  on  voit  qu'il  faut  obtenir  les  expressions  troublées  des  quantités 

/•- — 3g^,    X'  —  y^,    jcy,    x'z,    y  3, 

ce  qui  se  fera  en  partant  des  expressions  elliptiques  des  mêmes  quantités,  et  y 
introduisant  les  modifications  obtenues  par  chacune  des  opérations  de  Delau- 
nay.  On  n'a,  dans  chaque  cas,  à  considérer  qu'un  certain  nombre  de  ces  opéra- 
tions, et  l'on  voit  facilement  celles  qu'il  faut  retenir,  afin  d'avoir  des  termes  de 
la  forme  voulue.  11  en  résulte,  néanmoins,  une  augmentation  notable  dans  la 
longueur  du  calcul.  Il  est  vrai  qu'on  pourrait  utiliser  directement  les  valeurs 

troublées  de  -  et  de  V,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut.  Les  nouveaux  termes 
/■ 

modifient  peu  les  anciens;  donnons-en  une  idée  :  Delaunay  a  trouvé  pour  l'une 
des  parties  de  l'inégalité  en  /  h-  16/'  —  18/" 

K(8,755  -f-  6, 007 m  —  49^824/"^'-"  61  386, 21  w^) 

X  sin(;  +  iG/'—  i8/"-hi6gj'— i8ct"+  -2/1"), 

ce  qui,  réduit  en  nombres,  donne  pour  le  coefficient  du  sinus, 

+  i5",858  -h  o",88'2  —  o",5o5  —  o",o47  -f-  o",  022. 

Qti  voit  toutefois  que  la  convergence  de  la  série  en  m  parait  peu  satisfaisante; 
on  est  en  droit  de  se  demander  ce  qui  arriverait  pour  les  termes  en  m%  m\  — 

175.  Il  convient  de  donner  quelques  détails  historiques  sur  le  calcul  des  iné- 
galités à  longue  période,  dans  le  mouvement  de  la  Lune. 

Laplace  avait  remarqué  (Mécanique  céleste,  Livre  VII)  que  le  moyen  mouve- 
ment déterminé  par  la  comparaison  des  Tables  avec  les  observations  de  la  Lune 
antérieures  à  Bradley  était  plus  grand  que  celui  que  l'on  obtenait  avec  les  obser- 
vations postérieures  à  Bradley;  le  contraire  aurait  dû  avoir  lieu  si  l'accélération 
séculaire  avait  été  seule  en  jeu.  Laplace  en  avait  conclu  «  à  l'existence  d'une 
ou  de  plusieurs  inégalités  à  longues  périodes  que  la  théorie  seule  peut  faire 
reconnaître.  En  l'examinant  avec  soin,  je  n'ai  remarqué,  dit-il,  aucune  inégalité 
sensible  dépendante  de  l'action  des  planètes.  » 

Laplace  avait  bien  trouvé  des  inégalités  dépendantes  de  l'action  des  planètes, 
celles  dont  les  arguments  sont  V  —  T,  T  —  M  et  T  —  J;  mais  leurs  périodes 
sont  courtes.  Convaincu  que  cette  action  ne  pouvait  pas  donner  naissance  à  des 
inégalités  à  longue  période,  il  avait  été  amené  à  faire  un  nouvel  examen  des 
inégalités  causées  par  le  Soleil.  Il  avait  signalé  celle  qui  a  pour  argument 
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+  ih  —  3trr',  dont  la  période  est  de  184  ans,  et  il  l'avait  déterminée  empiri- 
quement, 

i5",39  sin(cLf  +  2  A  —  Zxs')  =  i5",39  sin[i73°26'+  i°57',4(^—  i8oo)], 

de  manière  à  représenter  les  valeurs  de  la  longitude  aux  six  époques 

1691,    1756,    1766,    1779,    1789    et  i8oi; 
la  représentation  était  très  satisfaisante. 

Nous  avons  vu  (p.  160  de  ce  Volume)  que  le  coefficient  de  cette  inégalité 
est  nul,  au  moins  dans  la  première  approximation.  Delaunay  {Comptes  rendus, 
t.  XLVII,  p.  8i3;  i858)  a  fait  remarquer  que,  dans  la  seconde  approximation, 
on  peut  obtenir  l'argument  us  -r-  ih  --  3ct',  en  combinant  deux  à  deux  les  argu- 
ments considérés  dans  la  première  approximation.  Il  a  fait  le  calcul  en  tenant 
compte  du  carré  et  même  du  cube  de  la  force  perturbatrice,  et,  dans  sa  très 
courte  Note,  il  dit  qu'il  a  trouvé  le  coefficient  de  l'inégalité  en  question  infé- 
rieur à  o",oor,  par  suite  absolument  insensible. 

Hansen  énonce  la  même  conclusion,  mais  il  n'a  pas  publié  ses  calculs. 

Quand,  en  181 1,  Burckbardt  construisit  ses  Tables  de  la  Lune,  il  réduisit 
l'argument  à  îiï  h-  2A,  omettant  3ct'  sur  l'avis  de  Laplace,  qui  avait  sans  doute 
modifié  ses  idées  et  attribuait  maintenant  l'inégalité  à  la  différence  d'aplatisse- 
ment des  deux  hémisphères  terrestres.  Burckbardt  modifia  en  outre  le  coefficient 
et  la  partie  constante  de  l'argument;  il  adopta 

12",  5  cos[i  I  i°57'h-  2<'o'45(^  —  1800)]. 

Nous  avons  vu  (p.  i58  de  ce  Volume)  que  l'inégalité  ayant  pour  argument 
GT  -4-      doit  être  insensible,  en  tant  qu'elle  provient  de  la  figure  de  la  Terre. 

176.  A  propos  de  la  découverte,  faite  par  Airy,  d'une  inégalité  à  longue 
période  dans  les  mouvements  de  Vénus  et  de  la  Terre,  ayant  pour  argument 
8T  —  i3V,  et  pour  période  240  ans.  Poisson  remarqua  qu'il  en  devait  résulter 

dans  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  et,  par  suite,  dans  i  contenant  l'in- 
tégrale J e'^  dt^  un  terme  à  longue  période  qui  serait  l'inégalité  de  la  longitude; 
mais  il  trouva  que  le  coefficient  de  cette  inégalité  devait  être  au-dessous 

de  \-' 

40 

Peut-être  convient-il  de  rappeler,  au  point  de  vue  de  l'histoire  de  la  Science, 
que  l'inégalité  à  longue  période  découverte  par  Airy  dans  les  longitudes  de  la 
Terre  et  de  Vénus  lui  avait  été  révélée  par  une  longue  suite  d'observations  du 
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Soleil,  comparaison  faite  dans  le  Mémoire  On  the  corrections  of  the  cléments  of 
Delambre's  Solar  Tables,  publié  dans  les  Philosophîcal  Transactions  pour  1828, 
et  qui  mettait  bien  en  évidence  une  inégalité  de  cette  nature.  Airy  avait  été 
ainsi  conduit  à  rechercher  par  la  théorie  cette  inégalité,  qui  est  du  cinquième 
ordre  et  assez  difficile  à  calculer. 

C'est  une  belle  découverte  d'Airy  qui  a  mis  d'abord  l'inégalité  en  évidence 
par  les  observations  et  en  a  fait  connaître  ensuite  la  cause  théorique. 

Un  autre  Mémoire  d'Airy  a  provoqué  la  découverte  d'une  inégalité  lunaire  à 
longue  période,  très  importante  [Corrections  of  the  Eléments  of  the  Moons  Orbit, 
deduced  from  the  Lunar  observations  made  al  the  Royal  Observatory  of  Greenwich, 
from  1750  to  i83o  (Memoirs  of  the  Royal  astronomical  Society,  t.  XVII)].  Voici 
les  corrections  trouvées  par  Airy  pour  les  longitudes  de  la  Lune,  obtenues  en 
combinant  les  théories  de  Damoiseau  et  de  Plana  : 


,  De 

1700 

à 

•759  

•••  --3,19 

De 

1788 

à 

1796  

...  +4^8 

1  755 

» 

1764  

—  1,38 

» 

1 79'' 

» 

1801 

.  ..  -^•>.,76 

|: 

1760 

» 

1768. 

» 

'797 

i8o5. .  . 

.   .  +0,87 

1765 

,773  .... 

-^1,43 

i8oi 

1810  

1  " 

1769 

» 

•778  

.  ..  H-3,o4 

180G 

i8i5 

1 

'  774 

» 

.  ..     — 3,  |0 

» 

1811 

» 

1819  

1 

1779 

» 

•787  

» 

1816 

18^4.  ... 

—  1 ,38 

\  » 

1783 

» 

1791  

.  ..  +3,76 

1 820 

« 

-0,78 

Ces  corrections  venaient  confirmer  la  conclusion  de  Laplace,  relativement  à 
l'existence  d'une  ou  plusieurs  inégalités  lunaires  à  longues  périodes.  Hansen  ('  ), 
auquel  Airy  les  avait  communiquées,  se  mit  à  étudier  de  plus  près  l'action  des 
planètes  sur  la  Lune.  Il  trouva  un  grand  nombre  d'arguments  qui  conduisaient 
à  des  inégalités  à  longues  périodes,  et  parmi  eux  un  seul  donnant  lieu  à  un 
coefficient  sensible.  L'inégalité  dont  il  s'agit,  et  dont  nous  avons  déjà  parlé,  a 
été  trouvée  par  Hansen  égale  à 

(a)  +16",  01  sin(—  /  — i6/'+i8r+35"2o',27). 

Mais  il  arriva  qu'en  appliquant  aux  longitudes  tabulaires  les  corrections  (a), 
on  ne  faisait  pas  disparaître  les  résidus  {a)  calculés  par  Airy.  Hansen  reprit 
ses  calculs,  il  tint  compte  des  quantités  du  second  et  du  troisième  ordre  par 
rapport  à  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  et  il  fut  conduit  ainsi  à  modifier 
beaucoup  le  coefficient  qu'il  avait  obtenu  dans  une  première  approximation.  Il 
trouva,  en  effet, 

(a')  +27",4sin(—  /--i6/'+i8/"+35°2o',2), 


(')  Foir  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XXIV,  1847,  et  les  Astronomische 
Nadir Lcliten^  x\°  397. 
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Il  signala  en  outre  l'autre  inégalité,  que  nous  avons  déjà  considérée,  et  qui 
correspondait  à  l'inégalité  d'Airy;  la  voici,  telle  que  Hansen  l'a  donnée  dans 
les  Comptes  rendus  de  1847  • 

((3)  +  23",2  sin(8/"-  i3/'+ 3i5°.2o'). 

Hansen  appliqua  aux  longitudes  tabulaires  les  corrections  (7/)  et  ((i);  il  in- 
troduisit en  même  temps  deux  inconnues,  les  corrections  de  la  longitude  de 
l'époque  et  du  moyen  mouvement,  et  il  trouva  que  les  résidus  (a)  disparais- 
saient presque  complètement,  ou  du  moins  qu'aucun  d'eux  ne  dépassait 
en  valeur  absolue. 

Les  résidus  donnés  par  Laplace,  pour  les  époques  1691,  1706,  1764,  1779» 
1789  et  1801,  étaient  aussi  bien  diminués;  car,  à  part  un  seul  de  2", 9,  les 
cinq  autres  devenaient  inférieurs  à  i",8. 

Toutefois,  Hansen  n'avait  rien  publié  de  ses  calculs;  il  s'en  montrait  médio- 
crement satisfait,  et  se  proposait  de  les  reprendre  en  employant  partout  deux 
décimales  de  plus.  Il  revient  sur  ce  sujet,  sept  ans  après,  dans  une  lettre  adres- 
sée à  Airy  {Mo nthly  Notices  of  the  Royal  aslronomical  Society,  t.  XV,  i854);  il 
dit  dans  cette  lettre  :  «  La  détermination  précise  de  ces  deux  inégalités,  par  la 
théorie,  est  la  chose  la  plus  difficile  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  du  mou- 
vement de  la  Lune.  J'ai  cherché  à  deux  reprises  à  déterminer  leurs  valeurs, 
par  des  méthodes  différentes,  mais  j'ai  obtenu  des  résultats  essentiellement 
différents  l'un  de  l'autre.  Je  suis  occupé  actuellement  à  leur  détermination 
théorique  par  une  méthode  que  j'ai  simplifiée,  et  j'espère  arriver  bientôt  à  une 
conclusion  définitive.  » 

Dans  ses  Tables  de  la  Lune,  publiées  en  1837,  Hansen  adopte 

(a")  +  ir/,34sin(-/- 16^+18/"+  33°36'), 

((3')  4-  2i",47sin(8/"     i3/'+ 4M4')- 

Le  premier  terme  semble  donc  avoir  été  ramené  à  sa  valeur  primitive,  obte- 
nue en  tenant  compte  seulement  de  la  première  puissance  de  la  force  perturba- 
trice; quant  au  coefficient  du  second  terme,  il  est  en  toutou  en  partie  empi- 
rique; il  a  été  reconnu  nécessaire  d'altérer  sa  valeur  théorique,  pour  représenter 
les  observations  de  la  Lune  entre  1750  et  i85o. 

La  dernière  explication  de  Hansen  sur  ce  point  est  donnée  en  1861,  dans  une 
lettre  adressée  à  l'iVstronome  royal  (Monthfy  Notices,  t.  XXXI)  :  «...  Par  ma 
dernière  détermination  théorique,  je  n'ai  pas  trouvé  du  tout  insensible  le  coef- 
ficient du  terme  en  8/"— i3/',  comme  Delaunay;  sans  l'introduction  de  ce 
terme,  les  observations  montrent  à  diverses  époques  des  déviations  notables  qui 
disparaissent  jusqu'à  la  dernière  trace  quand  on  l'introduit.  Je  considère  donc 
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que  son  introduction  est  établie,  et  je  me  propose  de  procéder  à  une  nouvelle 
détermination  théorique  de  son  coefficient;  mais  je  ne  peux  pas  le  faire  encore, 
avant  d'avoir  déterminé  les  coefficients  restants.  » 

Enfin,  dans  sa  Darlegiing,  publiée  en  i865-i866,  Hansen  ne  fait  aucune 
allusion  aux  deux  inégalités  en  question. 

Nous  avons  vu  que  Delaunay  a  retrouvé  à  peu  près  la  première  inégalité  de 
Hansen,  mais  qu'il  a  trouvé  la  seconde  égale  seulement  à  o",i'j.  Ce  résultat  a 
été  confirmé  par  les  calculs  de  M.  Newcomb  et  de  M.  Radau. 
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SUR  L'ÉTAT  ACTUEL  DE  LA  THÉORIE  DE  LA.  LUNE. 


177.  La  publication  des  Tables  de  la  Lune  de  Hansen,  en  1867,  faite  aux  frais 
du  gouvernement  anglais,  a  été  un  grand  événement  scientifique  ;  on  a  cru  pos- 
séder enfin  la  solution  définitive  d'un  problème  si  longtemps  débattu.  Hansen 
annonçait,  en  effet,  que  sa  théorie  représentait  presque  exactement  les  obser- 
vations les  plus  précises,  c'est-à-dire  les  observations  méridiennes  faites  depuis 
l'époque  de  Bradley,  embrassant  un  siècle  entier,  de  1760  à  i85o. 

Il  ne  semble  pas  que  l'auteur  des  nouvelles  Tables  ait  comparé  systématique- 
ment à  sa  théorie  toutes  les  observations  faites  pendant  ces  cent  années,  ou  du 
moins  il  n'a  pas  publié  la  comparaison  détaillée.  II  donne  {Monthly  Notices, 
t.  XV,  p.  I  ;  i854)  le  résultat  de  la  comparaison  pour  les  observations  faites  par 
Bradley  en  175 1-52-53,  résultat  aussi  satisfaisant  que  permettait  de  l'espérer  la 
précision  des  observations  de  Bradley;  les  écarts  sont,  en  effet,  de  l'ordre  des 
erreurs  d'observation.  Hansen  a  fait  ensuite  le  même  travail  pour  les  observa- 
tions méridiennes  faites  dans  les  années  1824,  1882,  i838,  i843,  1844  et  i85o; 
l'erreur  moyenne  d'une  comparaison  isolée  a  été  trouvée  de  2", 44»  dépassant  à 
peine  celle  qui  correspondrait  à  l'observation  d'une  étoile.  Enfin  Hansen  dit 
{loc.  cit.)  qu'il  a  comparé  aussi  à  ses  Tables  une  série  d'observations  méri- 
diennes faites  à  Dorpat,  que  les  résultats  étaient  d'une  précision  admirable, 
mais  qu'il  en  diffère  la  publication  à  la  demande  de  W.  Struve.  C'est  ainsi  que 
s'est  accréditée  l'opinion  que  les  Tables  de  Hansen  représentent  exactement  les 
observations  faites  de  1750  à  i85o;  en  fait,  on  peut  admettre  que,  dans  cet  in- 
tervalle, les  erreurs  des  Tables  sont  minimes  et  ne  dépassent  pas  1"  ou  2."  au 
plus.  A  partir  de  i85o,  les  erreurs  des  Tables  de  Hansen  ont  cessé  de  rester 
aussi  petites;  de  i85oà  1860,  elles  demeurent  encore  comprises  entre  i"et  2", 
mais  elles  atteignent  S"  en  1870,  10"  en  1880,  et  18"  en  1889.  Les  Tables  ne 
représentent  donc  pas,  avec  l'exactitude  voulue,  le  mouvement  de  la  Lune  après 
i85o;  que  donnent-elles  avant  1750? 
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178.  La  question  était  intéressante;  elle  a  été  nettement  résolue  par 
M.  Newcomb,  qui  a  commencé  par  mettre  en  ordre  tous  les  documents  utili- 
sables; voici  les  principales  sources  auxquelles  on  peut  remonter  : 

I.  Les  récits  plus  ou  moins  vagues  des  anciens  historiens  conduisent  à 
penser  que,  durant  certaines  éclipses  totales  de  Soleil,  l'ombre  de  la  Lune  a 
passé  sur  certaines  régions  de  la  Terre;  ces  régions  ne  sont  pas  toujours  net- 
tement indiquées,  et  la  date  du  phénomène  est  souvent  indécise,  quelquefois  de 
5o  ans. 

IL  Série  des  éclipses  de  Lune  rapportées  par  Ptolémée  dans  son  Almageste,  et 
employées  par  lui  pour  servir  de  base  à  sa  théorie  de  la  Lune.  —  Ces  éclipses,  au 
nombre  de  19,  ont  été  observées  à  Babylone,  Rhodes  et  Alexandrie  ;  elles  vont 
de  l'année  —  720  à  -+- 136,  embrassant  ainsi  un  intervalle  de  plus  de  800  ans. 
Chaque  phase  observée  peut  être  en  erreur  de  i5'"  ou  20'".  M.  Newcomb  a  con- 
clu de  leur  discussion  les  corrections  suivantes  des  Tables  de  Hansen  : 


Obs 


Epoqui: 


G87. 
381. 
189. 
134. 


—  -  Il 

'27 

—  20 

—  i6 


Cale. 

=  4 
±  5 
±  3 


On  voit  que  l'on  peut  admettre  avec  assez  de  vraisemblance  que,  durant  les 
huit  siècles  qui  ont  précédé  l'ère  chrétienne,  les  Tables  de  Hansen  réclament 
une  correction  d'environ  —  18'. 

111.  Eclipses  observées  parles  Arabes.  —  Ces  observations  sont  contenues  dans 
un  manuscrit  arabe  dont  quelques  extraits  seulement  avaient  été  faits  pour  les 
Prolégomènes  ([e  Tycho  Brahe.  Il  appartenait  à  la  bibliothèque  de  l'Université  de 
Leyde,  fut  prêté  vers  la  lin  du  siècle  dernier  au  gouvernement  français  et  tra- 
duit, en  1804,  par  Caussin,  professeur  d'arabe  au  Collège  de  France,  avec  le 
titre  suivant  :  Le  Livre  de  la  grande  Table  Hakémite. . .  ;  la  plus  grande  partie  des 
éclipses  avaient  été  publiées  un  peu  auparavant  dans  les  Mémoires  de  l'Institut, 
t.  II,  an  VIL  II  s'agit  d'éclipsés  de  Soleil  et  de  Lune,  au  nombre  de  28,  obser- 
vées à  Bagdad  et  au  Caire  entre  les  années  829  et  1004.  Ce  qui  leur  donne  une 
importance  assez  grande,  dans  le  cas  des  éclipses  de  Soleil,  c'est  qu'aux  mo- 
ments du  premier  et  du  dernier  contact,  on  a  déterminé  aussi  par  l'observation 
les  hauteurs  du  Soleil,  ou  celles  de  belles  étoiles,  au  degré  ou  au  demi-degré 
près,  il  est  vrai  ;  on  a  donc,  pour  la  détermination  de  l'heure,  des  données  beau- 
coup plus  précises  que  dans  le  cas  des  éclipses  de  Ptolémée,  et,  bien  que  les 
éclipses  des  Arabes  soient  deux  fois  moins  éloignées  de  nous  que  celles  de 
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Ptolémée,  elles  peuvent  finalement  avoir  une  précision  presque  équivalente.  On 
ne  dit  pas  toujours  comment  se  faisait  l'observation;  cependant  on  voit  que, 
pour  quelques-unes,  on  regardait  le  Soleil  par  réflexion  dans  l'eau.  M.  New- 
comb  a  déduit  de  la  discussion  des  observations  les  résultats  suivants  : 

C  Nombre 
Époque.  — —   de  phases. 

830   --  3',  8  2',  4  3 

y^"/   --1,6         ::  1,7  7 

986   —  4,5         J=  1,3  20 

IV.  Observations  faites  en  Europe  avant  l'invention  des  limettes.  —  Il  y  a  un 
premier  groupe  d'observations  faites  par  Regiomontanus  et  AValtber,  un  second 
par  Tycho  Brahe;  il  s'agit  toujours  d'éclipsés.  Le  temps  est  déterminé  encore 
par  des  hauteurs  d'étoiles,  avec  une  précision  qui  ne  surpasse  pas  beaucoup 
celle  des  astronomes  arabes.  L'intervalle  qui  les  sépare  de  nous  étant  moins 
grand,  on  ne  peut  pas  en  attendre  de  résultats  meilleurs.  M.  Newcomb  les 
laisse  de  côté  ;  il  s'étonne  en  passant  qu'un  observateur  aussi  infatigable  que 
Tycho  Brahe  n'ait  observé  aucune  occultation  d'une  belle  étoile,  telle  qu'Aldé- 
baran. 


V.  Observations  faites  avec  les  lunettes,  mais  sans  chronomètre;  Bouillaud  et 
Gassendi.  —  L'application  des  lunettes  à  l'observation  des  éclipses  et  des  occul- 
tations peut  être  considérée  comme  commençant  avec  ces  observateurs;  mais 
ils  n'avaient  pas  de  montre.  Au  moment  même  de  l'observation,  un  signal  était 
donné  à  un  aide  qui  déterminait  avec  un  quart  de  cercle  la  hauteur  d'une  belle 
étoile.  Les  observations  utilisables  s'étendent  de  1621  à  i652,  et  sont  au 
nombre  de  20  environ.  Si  chacune  donne  la  longitude  de  la  Lune  avec  une 
erreur  probable  de  i5",  l'erreur  probable  de  la  moyenne  sera  de  5"  ou  6",  et  cor- 
respondra à  une  époque  voisine  de  iC4o. 

VI.  Observations  d'Hevelius.        Ces  observations  vont  de  lOSg  à  iG83;  avec 

elles  commence  l'emploi  de  la  pendule  dans  les  observations  d'éclipsés  et  d'occul- 
tations; on  la  règle  au  moyen  de  hauteurs  du  Soleil  ou  d'étoiles.  L'erreur  pro- 
bable de  chaque  détermination  du  temps  paraît  être  de  24%  et  par  suite  celle  de 
la  longitude  de  la  Lune  12"  environ.  Le  matériel  d'observations  équivaut  à 
40  occultations  environ;  on  peut  donc  penser  que  l'erreur  probable  de  la 
moyenne  sera  inférieure  à  3";  l'époque  moyenne  est  1675, 

VII.  Observations  des  astronomes  de  Paris.  —  La  fondation  de  l'Observatoire  de 
Paris  avait  amené,  dans  la  détermination  du  temps,  un  progrès  très  grand,  à  tel 
point  que  les  occultations  observées  entre  i68o  et  1720  sont  souvent  compa- 
rables pour  l'exactitude  à  celles  d'aujourd'hui.  L'erreur  probable  du  temps  ne 
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dépassait  pas  2%  correspondant  à  i"  d'erreur  sur  la  longitude  de  la  Lune.  Cela 
n'excède  pas  l'erreur  provenant  des  irrégularités  du  limbe,  laquelle  paraît  être 
d'environ  t".  On  peut  donc  admettre  i'',4  comme  erreur  probable  d'une  longi- 
tude de  la  Lune.  L'erreur  provenant  de  la  position  de  l'étoile  occultée  est  plus 
grande  et  aussi  celle  des  perturbations  tabulaires;  ces  deux  dernières  peuvent 
s'élever  à  3".  On  peut  compter  que,  de  1680  à  1720,  on  a  l'équivalent  de 
60  bonnes  occultations  observées  à  l'Observatoire  de  Paris  :  cela  donne  pour  la 
moyenne,  vers  1700,  la  longitude  de  la  Lune  à  o",6  près.  De  1720  à  1733,  on  a 
encore  les  observations  de  Paris  et  celle  de  Delisleà  Saint-Pétersbourg;  on  peut 
compter  sur  une  bonne  occultation  chaque  année,  à  Paris  et  à  Saint-Pétersbourg, 
de  sorte  que  la  longitude  de  la  Lune  est  déterminée  dans  cet  intervalle  à  moins 
de  2"  près.  La  plupart  des  observations  dont  on  vient  de  parler  ont  été  extraites 
des  manuscrits  de  l'Observatoire  de  Paris,  que  Delaunay  avait  mis  obligeamment 
à  la  disposition  de  M.  Newcomb. 

M.  Newcomb  a  donc  pu,  à  la  suite  d'un  travail  immense  et  magistral,  obtenir 
les  corrections  C  des  Tables  de  Hansen,  pour  les  époques  comprises  entre  1620 
et  1730.  Afin  d'atténuer  l'influence  des  erreurs,  il  a  pris  des  moyennes  de  25  en 
2J  ans,  et  c'est  ainsi  qu'il  a  formé  le  Tableau  suivant  : 


1625   +  )o'  ±  tS" 

1650   -V  39  ±  5 

1675   ^3o.  ±  I 

1700   I 

1725    +7  =t  t 

1750   o  =t  I 


1775   o"  ±1" 

1800   o  ±  t 

1825   o  ±  t 

1850   o  d=  I 

1875   — S  ±1 


On  voit  donc  que  les  Tables  de  Hansen  ne  représentent  pas  bien  le  mouve- 
ment de  la  Lune  avant  1 760  ;  elles  ne  le  représentent  pas  non  plus  après  1 85o.  Il 
serait  intéressant  d'avoir  les  comparaisons  exactes  entre  1750  et  i85o,  pour  les 
observations  méridiennes  et  les  occultations.  M.  Newcomb  dit  que  l'erreur  des 
Tables  pour  187^,0  a  été  trouvée  de  —9^,7  par  les  observations  méridiennes 
de  Greenwich  et  de  Washington  ;  les  occultations  ont  donné  environ  2"  de  moins, 
de  sorte  que  l'on  a  admis  —  8". 

179.  Pour  chercher  la  cause  des  erreurs  inadmissibles,  avant  1750  et  après  1750, 
il  convient  d'examiner  les  trois  points  suivants  :  le  calcul  des  perturbations 
solaires  ;  le  calcul  des  inégalités  à  longues  périodes  ;  la  détermination  numérique 
des  constantes. 

Les  coefficients  des  inégalités  solaires  ont  été  calculés  par  Delaunay  et  Hansen 
par  deux  méthodes  entièrement  difi'érentes,  et  leurs  résultats  ont  été  comparés 
par  M.  Newcomb  (voir  le  n°  156).  Malgré  le  peu  de  convergence  des  séries  et 
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l'introduction  médiocrement  satisfaisante  des  compléments  probables  de  Delau- 
nay,  l'accord  est  grand.  Les  travaux  de  MM.  Hill  et  Adams  ont  remédié  en  grande 
partie  à  la  lenteur  de  la  convergence  des  séries  qui  représentent  les  moyens 
mouvements  du  périgée  et  du  nœud.  Aussi  est-on  presque  en  droit  de  dire  que 
le  calcul  des  perturbations  solaires  de  la  Lune  est  pratiquement  résolu. 

Il  convient  cependant  de  mentionner  un  travail  important  de  M.  Andoyer 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  VI),  Sur  quelques  inégalités  de 
la  longitude  de  la  Lune,  dans  lequel  l'auteur  a  vérifié  par  deux  méthodes  entiè- 
rement différentes  quelques-uns  des  calculs  de  Delaunay.  Il  leur  a  apporté  de 
légères  corrections;  il  a  trouvé,  par  exemple,  que  les  termes  en  m**  et  m\  dans 
le  mouvement  moyen  du  périgée,  doivent  être  remplacés  par 

66  702  63i  253  \     29726828924189  g 

On  ne  doit  pas  s'attendre  néanmoins  à  voir  disparaître  les  erreurs  des  Tables 
en  prenant  les  perturbations  solaires  de  Delaunay  à  la  place  de  celles  de 
Hansen. 

Relativement  au  second  point,  nous  rappellerons  que,  des  deux  inégalités  de 
Hansen 

V^rr,  ^  i5",34sin(—  /  -  16/'  H-  i8/"-F  33°36'), 

V^rrr-!-  2  I  ",  ^7  Sin  (  8 /"   -  I  3 /' +  4"44'), 

la  première  a  été  confirmée  par  Delaunay,  et  la  seconde  réduite  à  0^,27.  On  doit 
désormais  retrancher  V2  des  Tables  de  Hansen,  c'est-à-dire  ajouter  Vo  à  la  cor- 
rection tabulaire 

C  ~  observation  —  calcul  ; 

mais  alors  l'accord  cessera  d'exister  entre  1730  et  i85o. 

Passons  au  troisième  point.  Hansen  a  adopté  des  valeurs  déterminées  pour  les 
constantes  elliptiques  et  pour  l'accélération  séculaire;  il  a  pris  s  =  12", 17.  Nous 
avons  dit  que  ce  nombre  n'a  plus  de  base  théorique,  Adams  et  Delaunay  ayant 
trouvé  par  un  calcul  correct  ^  =  6',  18.  On  verra  d'ailleurs  plus  loin  que  ces 
deux  valeurs  de  .y  permettent  de  représenter  presque  aussi  bien  l'une  que  l'autre, 
grâce  à  l'introduction  d'une  inégalité  empirique,  les  observations  faites  de 
1625  à  1875. 

Quand  on  ajoirte  Va  aux  erreurs  tabulaires  c,  elles  prennent  les  valeurs  c' 
indiquées  dans  le  Tableau  suivant  : 

  —  rj",!  ^33 

J6;j0   —21,4  -+-18 
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1670   —16,8  -+-15" 

1700                                         .  --  5,2  -i-i6 

172o    -^8,6 

17o0   "-18, 9  H-ig 

177S   -  21,2  -f-21 

1800   14,7  --i5 

1825   -H  2,1  -,-2 

I80O   —11,4  — ïi 

187o   -20,1  —28 


180.  La  présence  du  terme  Vo  a  fourni  à  Hansen  une  valeur  du  moyen  mou- 
vement séculaire  n  (pour  1700,0)  qui  est  sensiblement  erronée;  il  y  a  donc  lieu 
de  faire  varier  n  de  Sn;  il  convient  aussi  d'attribuer  à  l'accélération  séculaire  s  et 
à  la  longitude  moyenne  de  l'époque  £  les  variations  os  et  (5e.  Mais  il  suffit  d'un 
coup  d'œil  jeté  sur  le  Tableau  précédent  pour  voir  qu'il  n'existe  pas  de  système 
de  valeurs  de  In,  ts  et  01  susceptible  d'annuler  pratiquement  les  quantités 
La  conclusion  est  donc  que  la  théorie  actuelle  est  impuissante  à  représenter 
avec  précision  l'ensemble  des  observations,  de  162.5  à  1875. 

Tout  ce  que  l'on  peut  faire,  c'est  d'introduire  dans  la  longitude  de  la  Lune 
une  inégalité  empirique 

R  =  A  sin a /  -1-  B  cos a t, 

et  de  chercher  à  déterminer  les  quantités  la,  âs,  cz,  A,B  et  a,  de  manière  à 
annuler  1  es  erreurs  c  ';  c'est  ce  qu'a  fait  M.  Newcomb,  et  il  a  donné  à  a  une  va- 
leur telle  que  la  période  T  =  ^  de  R  soit  égale  à  273  ans,  la  période  même 
de  V,.  On  aura,  pour  atteindre  ce  but,  onze  équations  de  la  forme 

(5c      ^  o/i      ^  (5.?     A  si  n  af     B  ces  a  t  r-  L„     L,.  -— 
â/i  Os 

Il  nous  sera  commode  de  supposer  dans  R  le  temps  compté  en  années  à  partir 
de  1750;  t  devra  donc  recevoir  les  valeurs 

—  125,  — ^100,  o,        1-20,  !-  125. 

Nous  ferons 

2  5  a  =■  a, 

de  sorte  que  y.t  prendra  les  valeurs 

—  — o,    -+  u,  -hou. 
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Avec  la  valeur  de  T  adoptée  par  M.  Newcomb,  on  a 


.^60°  qooo° 

 --273,  u=^2^(x—- — ^=33". 

a  273 

J'ai  pensé  qu'il  serait  intéressant  de  faire  quatre  calculs  parallèles  en  prenant 
successivement  pour  u  les  valeurs  23",  33%  43°  et  53°,  auxquels  correspondent 
ces  valeurs  de  T  :  391^"%  273^"%  qoq^"-*  et  I7o«"^  On  verra  mieux  ainsi  entre 
quelles  limites  on  peut  faire  varier  T  sans  cesser  de  bien  représenter  les  obser- 
vations. 

J'ai  obtenu  les  quatre  systèmes  suivants,  dont  le  second  est  celui  de  M.  New- 
comb : 


Ôll. 

0^ . 

A. 

B. 

Poids 

 r" 

Ot 

—0,75 

— 0  ,30 

—  0,906 

— 0,423  —  0 

I 

3s 

— 0 ,5o 

-;-o,25 

-0,999 

— 0 ,o35 

I 

__i5  _^ 

Oî 

—  0,2J 

+0,06 

—0,934 

-I-o  ,358 

5 

—  16-^ 

Oî 

0 ,00 

0,00 

-0,719 

-0,695 

5 

—  16: 

0£ 

H- 0,25 

4-0  ,06 

—0,391 

-0,920 

3 

-19^ 

Se 

-4-0 ,5o 

-0  , 2  J 

0,000 

I ,000 

4 

—  21-1- 

0£ 

^0,75 

--0,56 

-^0,391 

-r  0,920 

4 

—  l5  -r- 

ot 

-1- 1 , 00 

-1- 1 ,00 

+  0,719 

+  0,695 

4 

-    2  -t- 

§£ 

—  1.25 

;-i,56 

-4-0,934 

-1-0, 358 

4 

T  — 

0£ 

—  1 ,  5o 

-2,25 

-^0,999 

—  0 ,o35 

8 

-^28  -f- 

■N 

0£ 

^^i  ,75 

-T  3 , 06 

i-o  ,906 

-0,423 

10 

6 

B. 

A. 

B. 

A. 

B. 

-0 

,239 

—0,966 

^•^,574 

—0,819 

--0,996 

— 0,087 

-0 

,743 

-  0,669 

-  0,139 

—0,990 

-1-0 ,53o 

—0,848 

— 0 

,988 

—  0,1 56 

-0,777 

— 0,629 

— o,358 

—0,934 

—  0 

,9'4 

-0,407 

—0,998 

-1-0,070 

-  0,961 

—0 ,276 

—  0 

^45 

-0,839 

— 0 ,682 

-4-0,731 

-  -0,799 

-o ,602 

0 

,000 

- 1 ,000 

0 ,000 

-H  1  , 000 

0 ,000 

-  -  1 ,000 

-f-O 

,545 

-;-o  ,839 

-1-0,682 

;-o,73i 

-^-0,799 

-■-0,602 

-J-O 

-0,407 

- -0,998 

-0 ,070 

- -0,961 

— 0,276 

988 

—0 ,  i56 

-'-0,777 

— 0,629 

-ho,358 

-0,934 

743 

-0,669 

^0,139 

-  0,990 

— o,53o 

—0,848 

-1-0 

259 

—  0,966 

--0,574 

-0,819 

—0,996 

— 0,087 

Dans  les  trois  derniers  groupes,  je  n'ai  pas  reproduit  les  termes  qui  sont  les 
mêmes  que  dans  le  premier,  afin  d'abréger  l'écriture. 

J'ai  appliqué  à  ces  équations  la  métbode  des  moindres  carrés  pour  déterminer 
les  inconnues  ^n,  A  et  B;  j'ai  cru  toutefois  avoir  le  droit  de  simplifier  les 
calculs  en  prenant  comme  multiplicateurs,  pour  chaque  inconnue,  des  nombres 
exacts  d'unités  ou  de  dixièmes,  depuis  i  jusqu'à  10  {voir  dans  le  t.  VIII  du  Bul- 
letin astronomique  le  travail  de  M.  Radau  sur  V interpolation)  \  je  pense  qu'on 
peut  souvent  opérer  ainsi,  parce  que  la  détermination  des  poids  à  attribuer  aux 
diverses  équations  comporte  presque  toujours  un  peu  d'arbitraire.  J'ai  obtenu 
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ainsi  les  valeurs  suivantes  des  inconnues,  en  regard  desquelles  je  place  les  rési- 
dus s\  qui  subsistent  dans  les  premiers  membres  des  onze  équations  de  chaque 
groupe  : 


il 

oz 

O/l 

A 
B 


u 
os 

Q/l 

A 
B 


o/i 
A 
B 


0£ 

A 
B 


53°,    T  =  170  ans. . . 

■+-  22",  08  —  o  ,009  os 
—  18",  3'2  —  1 ,35o  ov 
-t-  -+-  0,272  os 

-\-   4")  62  -T-  o ,  265  os 


23°,  T  =  391  ans. .  . 
-+-  28",  00  —  o ,  666  os . 
—  44") 93  —  I ,  i55  0*. 

3o",  07  ^-  0 ,  1 28  0*  . 
-f-  i3",42  -f-  I  ,o52  os. 


33°,    T  =  273  ans  

-f-  24",  24  —  o  ,  240  Oi  .  ......  .  I 

—  26", 87  —  I ,  r79  os  

-T-  14", 5o  -i-  o,  i36  ov  

^  9",  19  4- 0,706  0.V  


43",  ï  =  209  ans  . . 
;  +  23",  26  —  o  ,o4 1  os 

—  20",  5-  —  1 ,266  os 
:  -f-  1 1",  22  -f-  o ,  199  8.5' 
■■-h  7", 81  +  0,540  os 


c'R'. 

4,2  +  0 

,  20  os 

—  5 ,6 

2  ,  0  —'-  0 

,  00 

+  2  jO 

0,9  —  0 

,06 

+  1,3 

0,3  —  0 

,  o3 

—  0,1 

I  ,4  -i-  0 

,  02 

T  Q 

1,3 

0,0    i-  0 

,  06 

—  0,4 

2  ,6  0 

,00 

—  '^59 

1,0  —  0 

,00 

-  1,0 

2,7—0 

,o5 

-+-  3,0 

I  ,  2   0 

,00 

■  i\ 

-1-  i ,  b 

— 

1,1    -  0 

—  1,3 

1 , 3  -f-  0 

,  i9  0'^' 

—  4",  2 

2,7  +  0 

,  o3 

^-  1 ,9 

-t- 

0 , 2  —  0 

i3 

+  1,0 

1,5  —  0 

,08 

—  0,8 

I  ,  3  —  0 

04 

-^1,1 

1,0  +  0 

i3 

+  0,2 

1,3  +  0 

,  10 

—  ï,9 

0,6  —  0 

,0 1 

—  ",'-> 

-1- 

1  , 5  —  0 

,  i3 

+  2,3 

0,4  —  0 

i3 

+  0,4 

-1- 

0,1—0 

,  1 1 

—  0,6 

,  1 4  ^ 

—  1,1 

6  ,  2  -  ;-  0 

20 

+  4 ,  J 

0.2  —  0 

+  0,0 

0,4  —  0 

,  20 

—  ^î'' 

0  ,  2  —  0 

04 

0,0 

-+- 

r      Q       (  ^ 

r ,  0  -~  0 

1  2 

+  1,1 

~^ 

0  ,  1  -  0 

I  0 

 0,4 

0 , 6  —  0 

07 

  0,2 

0 , 6  —  0 

2  1 

0 ,  0 

2  ,  0  0 

20 

2  4  4^  0 

'  ",9 

H- 

i3,8  +  [ 

81  OS 

2,9 

-1- 

5,4  +  0 , 

84 

+  10,3 

-1- 

3,2  +  0 

04 

+  3,0 

6,2  —  0 , 

34 

-  4,2 

4,9  —  0, 

34 

  2,8 

1,5  —  0, 

17 

—  0,5 

0,7  —  0, 

52 

+  2,4 

1,5  —  0 , 

'7 

-  0,5 

3,1  —  0, 

29 

-  1,4 

4,4  — 0, 

(5 

—  3,5 

6,2  +  0, 

39 

3,9 
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La  dernière  colonne  contient  les  valeurs  si'  des  résidus,  quand  on  fait 
os  —  ~  6",o,  ce  qui  ramène  l'accélération  séculaire  à  sa  valeur  théorique. 

On  voit  immédiatement  que  le  quatrième  système  (ï  =  i  70  ans)  laisse  peser 
sur  les  observations  récentes  des  erreurs  trop  fortes  pour  qu'on  puisse  l'ad- 
mettre. 

Nous  allons  calculer  maintenant,  d'après  nos  trois  premiers  systèmes,  la  cor- 
rection des  Tables  de  Hansen,  en  1889,0;  cette  correction  aura  pour  expression 

Ô£  +  1,89  â/iH-  3, 57  ds  H-  A  sin  (5,56«)  1-  B  cos{b, 56  u)  —  V2, 

V2  étant  d'ailleurs  égal  à  —  !2i",4.  On  trouve  ainsi  les  corrections  G  suivantes, 
avec  les  résidus  <ffi  =  C  +  17", 4»  la  correction  moyenne  observée  étant  —  17", 4, 
d'après  M.  Stone. 


T. 

u. 

C. 

C. 

A. 

A'. 

uns 

23° 

391 

—2o\  S  -r 

o,iy  os 

—  i  1 

I 

—  ■i'^7-+- 

-0, 

17  8s 

—  3' 

7 

278 

33 

— 15 , 1  -4- 

0,38 

—  17 

4 

4-  2,34 

-  0 

38 

0 

•209 

43 

-  7,84- 

0,69 

—  1 1 

,9 

4-  9,6  4 

-  0 

69 

+  5 

5 

170 

53 

H-  0,4  4- 

0,87 

-  4 

9 

4-17,84 

-  0 

87 

4-12 

5 

On  voit  que,  si  l'on  suppose  =  o,  pour  reproduire  la  correction  observée, 
il  faudrait  attribuer  à  u  une  valeur  un  peu  plus  petite  que  33°,  et  par  suite  à  T 
une  valeur  un  peu  plus  grande  que  278  ans.  Avec  l'accélération  théorique, 
os  =  ~  6%  les  résidus  deviennent  -  3%'j,  o",o,  -i-  5",  5  et  -h  12",  5;  le  second 
système  représente  donc  exactement  la  correction  observée  en  1889;  nous  avons 
dit  que  ce  second  système  est  à  peu  près  celui  de  M.  Newcomb. 

Nous  allons  donner  un  Tableau  d'ensemble  pour  montrer  comment  les  obser- 
vations sont  représentées  :  de  1620  à  i85o,  nous  empruntons  de  10  en  10  ans 
les  corrections  des  Tables  de  la  Lune  de  Hansen,  affectées  du  terme  empi- 
rique Vo,  à  M.  Neison  (Mémoires  de  la  Sociélé  Royale  astronomique  de  Londres, 
t.  XLVIII,  p.  369;  1884),  qui  les  a  lui-même  interpolées  d'après  les  résultats 
de  M.  Newcomb.  Pour  les  années  i85o~i888,  nous  avons  tiré  ces  corrections,  de 
2  en  2  ans,  des  données  publiées  chaque  année  par  M.  Stone,  en  groupant 
chaque  correction  avec  la  précédente  et  la  suivante  pour  atténuer  les  erreurs. 
Les  nombres  C  et  G'  désignent  les  corrections  calculées  par  la  formule 

—  V2  4-  o£  4-  (  ^  —  1 700)  on  4-  (  ^  —  X  700)-  ôs 

+  A  sin[i°,32(^  —  i-So)]  4-  B  cos[i°,32(f  —  1760)], 

où  Se,  In,  A  et  B  ont  les  valeurs  qui  correspondent  à  m  =  33"  (p.  4i5),  et  où 
l'on  donne  à  os  les  valeurs  extrêmes  o  et  -  6",o;  on  a  écrit  i«,32  au  lieu  de  -v-- 

25 

0  dé  signe  la  correction  observée;  enfin,  on  a  formé  les  différences  0  G  et 

0  —  G',  qui  donnent  une  idée  de  la  représentation. 
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II 

4 

G. 

0. 

G'. 

0  — c. 

O-C. 

-+-5o 

+53 

+46" 

+  3" 

+  7' 

+48 

+48 

0 

+  2 

/ifi 

+  45 

+43 

+44 

—  2 

■ —  I 

+  42 

+39 

+42 

—  3 

—  3 

fin 

+38 

+36 

+3q 

—  2 

—  3 

m 

+34 

+33 

+35 

—  I 

—  2 

sn 

+  3o 

+3o 

+  3o 

0 

0 

+24 

+26 

+  25 

+  2 

-f-  I 

+20 

+21 

] .  j 

-1-  j 

+  i5 

+  i5 

+  i5 

0 

0 

+  11 

+  9 

+  11 

—  2 

—  2 

-  1 

+  5 

+  6 

—  2 

—  I 

+  1 

+  2 

+  I 

-H  I 

+  I 

+  I 

0 

0 

—  I 

0 

fin 

o 

0 

—  I 

0 

—  1 

0 

  g»^ 

-ir-  £ 

+  2 

—  •>. 

0 

  2 

+  2 

+  2 

-  I 

0 

—  I 

+  I 

+  i 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+  I 

0 

—  I 

— !—  \ 

0 

+  '2 

—  l 

—  2 

0 

+  2 

—  I 

—  1 

1  1 

0 

+  2 

—  1 

—  2 

O 

0 

+  I 

0 

—  I 

G. 

0. 

C. 

0  - 

-  G. 

0  -  C. 

tif\ 

» 

+  o",7 

+ 

0 

7 

-f- 

0,8 

0,0 

HOt 

  o  5 

+  1,3 

+ 

0 

i  ,8 

l 

+  1,4 

3 

-1- 

2  'a 

+  1,7 

t  /. 

+  1,2 

0 

9 

a  6 

+  2 ,  I 

KQ 

+  1,9 

I 

4 

+ 

3,8 

+3,3 

n  'i 

+  2,3 

I 

9 

4  6 

+4 , 2 

+  2,2 

6 

5,1 

+4,8 

a  f. 

  Q  C 

+  0,1 

3 

3 

3,6 

+3,4 

/  r, 

—  2,3 

4,1 

T  Q 

+  1,8 

/  ^ 

—  4,o 

5 

,0 

n  Q 

+  1,0 

r;  1-1 

—  5,4 

5 

9 

0,3 

+0 , 5 

fi  ^ 

-  7,5 

6 

9 

I  0 

— 0,6 

nu 

 n  A 

—  9,1 

8 

i ,  7 

— 1,1 

—  9,6 

9 

r,3 

— 0,5 

78  

—  9,o 

10 

0,3 

+  1 ,2 

—  io,3 

1 1 

4 

0 

+  1,1 

  —11,3 

—  12,6 

12 

,7 

ï,3 

+0,1 

-i4,8 

14 

,0 

2,5 

—0,8 

86  

-i5,4 

i5 

,4 

2,0 

0,0 

-i6,9 

16 

,8 

2,3 

-0,1 

La  représentation  est  satisfaisante  en  général;  toutefois,  il  subsiste  des 
indices  d'une  autre  inégalité,  à  période  moindre  et  ayant  un  coefficient  de  2" 
a  ô  . 

T.  -  III. 
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181.  On  voit  que,  jusqu'ici,  on  a  eu  recours  seulement  aux  observations 
modernes  pour  déterminer  les  inconnues  §£,  Sn,  A  et  B  au  moyen  de  et  des 
quantités  connues.  Pour  trouver  Bs,  il  faut  s'adresser  aux  deux  groupes  d'obser- 
vations anciennes.  Ces  deux  groupes  ont  fourni  à  M.  Newcomb  (loc.  cit.,  p.  264) 
les  équations  suivantes  : 


Dates. 

-687 
-381 
—189 
-+-134 


Éclipses  de  Ptolémée, 


Ss. 

5«. 

0 

017 

—0,40 

+9,55 

0 

017 

— 0, 35 

+7,28 

0 

,017 

— o,3i 

+5,95 

0 

017 

— 0, 26 

+4,11 

Poids. 

=  — II"  3 

=  — 27  2 

=  — 20  4 

=  — 16  3 


Éclipses  des  Arabes. 
Dates.  Ss.  g«.  g,.  p^j^^ 

+^^0   0,017         —0,14         +1,20         =—  4,4  8 

+927   0,017        — o,i3        ^-o,99         =—  1,1  16 

+986   0,017         —0,12        +0,84         ==—4^8  3o 

On  a  négligé  les  termes  Asina^  et  Bcosa/,  comme  on  pouvait  le  faire;  les 
seconds  membres  exprimaient  d'abord  des  minutes  d'arc  :  on  les  a  ramenés  à 
exprimer  des  secondes,  en  divisant  les  deux  membres  de  chaque  équation 
par  60.  Il  faut  maintenant  substituer 

às  =4- 24",  24  — 0,24  Ô5, 
26",87  -  i,i8(55, 

ce  qui  donne,  pour  les  deux  groupes, 

Ptolémée.  Arabes. 
10,02  (55  =  — 22°  1,3785  =  — 8', 6, 

/   7,69a5=-37,  i,i4<55  =  — 5.0, 

6,82^5==- 29,  0,98^5  =  — 8,4. 

4,42  às  =  —  23, 

Chacune  des  sept  équations  donne  une  valeur  négative  de  h;  le  coefficient 
^o  =  i2",i7  de  Hansen  est  donc  certainement  trop  fort.  En  ayant  égard  aux 
poids,  les  éclipses  de  Ptolémée  donnent,  à  elles  seules, 

às  =  -y,%rj.        s  =  S,-^èS  =  W',?,. 

Les  éclipses  des  Arabes  donnent  de  leur  côté 


â^  =  -6",84;       5=:  5",  3. 
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On  tire  de  l'ensemble 

ès  =  —6",i;  s—rj\u 

M.  Newcomb  a  trouvé  pour  l'ensemble  s  =  8",  8;  nous  arrivons  à  7",!,  valeur 
très  voisine  du  chiffre  théorique;  la  différence  tient  au  mode  de  calcul  employé. 
M.  Nev^comb  a  déterminé  h,  et  par  toutes  les  observations  anciennes  et 
modernes,  en  négligeant  A  etB;  il  n'a  retenu  que  la  valeur  de  ^s,  et  a  calculé 
ensuite  les  valeurs  de  Se,  S/^,  A  et  B  qui  satisfont  le  mieux  à  l'ensemble  des  ob- 
servations modernes. 

La  valeur  h  =  —  5",i,  étant  substituée  dans  les  équations  (i),  laisse  dans  les 
premiers  membres  les  résidus  suivants  : 

-3r',  H-i',6, 

-  2',  -o',8, 

-  3',  -i-3',4. 
o. 

Il  y  a  donc  un  résidu  très  fort  et  tout  à  fait  anormal.  M.  Neison  a  expliqué 
{Monthly  Notices,  t.  XXXIX,  1878,  p.  78)  que  cela  tient  à  ce  qu'un  poids  trop 
grand  a  été  assigné  à  l'une  des  trois  éclipses  qui  ont  servi  à  obtenir  l'erreur 
des  Tables  pour  —  687,  et  que  cette  éclipse  est  discordante.  Si  l'on  supprimait 
la  première  des  équations  (i),  on  trouverait  h  =  —  S",d>'],  5  =  6", 3,  c'est- 
à-dire  l'accélération  théorique. 

On  voit  ainsi  qu'il  est  possible  de  représenter  les  éclipses  de  Ptolémée  et 
celles  des  Arabes  par  l'accélération  théorique;  on  n'aurait  donc  pas  besoin 
d'invoquer  l'influence  du  frottement  des  marées  pour  produire  un  ralentisse- 
ment progressif  dans  la  rotation  de  la  Terre,  ayant  pour  effet  une  accélération 
apparente  du  mouvement  de  la  Lune.  On  éviterait  de  la  sorte  le  double  inconvé- 
nient de  toucher  à  la  base  fondamentale  de  la  mesure  du  temps,  et  d'introduire 
dans  la  théorie  de  la  Lune  un  nombre  empirique  qui,  ne  pouvant  être  déterminé 
par  le  calcul,  empêcherait  d'arriver  à  des  résultats  définitifs,  alors  même  que 
toutes  les  autres  difficultés  auraient  été  surmontées. 

182.  Cependant  il  subsiste  une  grave  objection  contre  cette  manière  de  voir  : 
les  éclipses  chronologiques,  qui  sont  bien  représentées  par  l'accélération 
de  12",  le  sont  beaucoup  plus  mal  par  l'accélération  théorique  de  6".  Les  prin- 
cipales de  ces  éclipses  sont  celles  de  Thalès,  de  Larissa,  d'Agathocle  et  de 
Stiklastad. 

Éclipse  de  Stiklastad.  —  Elle  se  produisit  pendant  un  combat  que  les  guer- 
riers chrétiens,  sous  la  conduite  du  roi  de  Norvège,  Olaf  le  Saint,  livraient  à 
une  armée  de  paysans  païens  révoltés.  Voici  ce  qu'en  rapporte  Snorre  Sturlason  : 
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«  Le  temps  était  beau  et  le  Soleil  brillait;  mais,  quand  la  bataille  eut  com- 
mencé, une  teinte  rougeâtre  se  répandit  sur  le  ciel  et  sur  le  Soleil,  et,  avant 
que  le  combat  fût  terminé,  l'obscurité  devint  aussi  grande  que  pendant  la  nuit.  » 
Hansteen,  qui  a  publié  un  Mémoire  sur  cette  éclipse  (Astron.  Nachr.  de  1849), 
a  déterminé  avec  certitude  la  position  du  champ  de  bataille  où  elle  a  été  vue,  et 
il  a  fixé  la  date  de  l'éclipsé  au  3i  août  io3o.  Or,  dans  une  Note  récente 
Nachr.,  nov.  1888),  M,  Hjort  dit  que  les  sources  historiques,  laissées  de  côté 
par  Hansteen,  permettent  d'établir  que  la  bataille  a  eu  lieu  le  29  juillet;  c'est  ce 
qui  résulte  de  l'Ouvrage  de  M.  Mâurer  (Die  Bekehrung  des  norwegischen  Stammes 
zum  Christenthume,  t.  II,  p.  53i-54o).  S'il  en  est  réellement  ainsi,  l'éclipsé 
aura  eu  lieu  plus  d'un  mois  après  la  bataille;  on  ne  sait  plus  rien  sur  le  lieu  de 
l'observation,  et  l'éclipsé  doit  être  rayée  de  la  liste  des  éclipses  historiques. 

Éclipse  de  Larissa.  —  On  lit  dans  Xénophon  :  «  Lorsque  les  Perses  succédè- 
rent aux  Mèdes  dans  l'empire,  le  roi  des  Perses  assiégeant  cette  ville  (Larissa) 
ne  pouvait  la  prendre  par  aucun  moyen;  mais  un  nuage  en  couvrant  le  Soleil 
produisit  une  telle  obscurité  que  les  hommes  sortirent  de  la  ville,  et  c'est  ainsi 
qu'elle  fut  prise.  »  D'après  les  détails  que  donne  Xénophon,  il  paraît  certain 
que  Larissa  n'est  autre  que  la  moderne  Nirarod.  Mais  le  phénomène  dont  il 
s'agit  est-il  bien  une  éclipse  totale  de  Soleil?  Le  texte  dit  que  c'est  un  nuage 
(vEcpÉXy])  qui  couvrit  le  Soleil.  Airy  n'hésite  pas  en  faveur  de  l'éclipsé  totale, 
et,  en  cherchant  tous  les  phénomènes  de  ce  genre  qui  ont  eu  lieu  dans  un  in- 
tervalle de  4o  ans  comprenant  la  date  probable  de  la  prise  de  Larissa,  il  trouve 
qu'il  y  eut,  à  Nimrod  même,  une  éclipse  totale  de  Soleil  le  19  mai  de  l'année  547 
avant  Jésus-Christ.  M.  Newcomb  se  laisse  convaincre  moins  facilement  et  il  fait 
remarquer  judicieusement  que,  parce  que  l'on  a  trouvé  dans  un  intervalle  de 
4o  années  une  éclipse  totale  observable  à  Larissa,  il  n'en  résulte  pas  nécessai- 
rement l'identité  de  ce  phénomène  avec  celui  qui  a  fait  évacuer  la  ville. 

Éclipse  d' A gathocle.  —  Agathocle,  étant  bloqué  par  les  Carthaginois  dans  le 
port  de  Syracuse,  profita  d'un  relâchement  momentané  dans  le  blocus  pour 
s'échapper  du  port  et  se  diriger  vers  la  côte  d'Afrique,  où  il  parvint  au  bout  de 
six  jours.  Pendant  qu'il  naviguait  ainsi,  le  second  jour,  il  fut  témoin  d'une 
éclipse  totale  de  Soleil.  Voici  comment  Diodore  de  Sicile  rapporte  le  fait  : 
«  Comme  Agathocle  était  déjà  enveloppé  par  l'ennemi,  la  nuit  étant  survenue, 
il  s'échappa  contre  toute  espérance.  Le  jour  suivant,  il  se  produisit  une  telle 
éclipse  de  Soleil  que  l'on  pouvait  croire  qu'il  était  tout  à  fait  nuit,  car  les 
étoiles  apparaissaient  de  toutes  parts.  De  sorte  que  les  soldats  d'Agathocle, 
persuadés  que  les  Dieux  leur  présageaient  quelque  malheur,  étaient  dans  la 
plus  vive  inquiétude  sur  l'avenir.  » 

Ici,  pas  de  doute  possible;  avec  l'apparition  des  étoiles,  c'est  bien  une  éclipse 
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totale  de  Soleil.  Malheureusement,  c'est  la  position  du  lieu  d'observation  qui 
n'est  pas  exactement  connue,  car  on  ne  sait  pas  si  Agathocle  est  allé  directe- 
ment vers  l'Afrique  ou  s'il  a  fait  le  tour  de  la  Sicile  en  prenant  le  nord  de  cette 
île.  On  paraît  être  d'accord  sur  la  date  de  l'éclipsé,  que  l'on  fixe  au  i5  août  de 
l'année  5io  avant  Jésus-Christ;  mais,  par  une  singulière  fatalité,  les  limites 
admissibles  dans  la  position  d'Agathocle  correspondent  presque  exactement 
aux  limites  entre  lesquelles  on  peut  faire  varier  l'accélération  séculaire,  de 
sorte  que  cette  éclipse  si  bien  décrite  ne  permet  pas  d'assigner  à  cette  accéléra- 
tion une  valeur  définitive. 

Éclipse  de  Thaïes.  —  On  lit  dans  Hérodote  :  «  Après  cela,  les  Lydiens  et  les 
Mèdes  furent  en  guerre  pendant  cinq  années  consécutives;  dans  cette  guerre, 
souvent  les  Mèdes  furent  vainqueurs  des  Lydiens,  souvent  aussi  les  Lydiens 
vainquirent  les  Mèdes;  une  fois  même,  ils  se  battirent  la  nuit.  Or,  comme  la 
guerre  se  poursuivait  avec  des  chances  égales  des  deux  côtés,  la  sixième  année, 
un  jour  que  les  armées  étaient  aux  prises,  il  arriva  qu'au  milieu  du  combat  le 
jour  se  changea  subitement  en  nuit;  Thalès  de  Milet  avait  prédit  ce  phénomène 
aux  Ioniens,  en  indiquant  précisément  cette  même  année  où  il  eut  lieu  en  effet. 
Les  Lydiens  et  les  Mèdes,  voyant  que  la  nuit  succédait  subitement  au  jour, 
mirent  fin  au  combat  et  ne  s'occupèrent  plus  que  du  soin  d'établir  la  paix  entre 
eux.  » 

Il  paraît  probable  que  le  phénomène  signalé  par  Hérodote  est  une  éclipse 
totale  de  Soleil;  mais  le  lieu  où  il  a  été  vu  n'est  pas  indiqué;  on  sait  seulement 
qu'il  doit  être  situé  en  Asie  Mineure,  ou  au  moins  très  près  de  cette  contrée. 
La  date  du  phénomène  n'est  pas  mieux  fixée  :  Pline  la  met  à  la  quatrième  année 
de  la  48^  olympiade.  Clément  d'Alexandrie  vers  la  5o^  olympiade. 

Les  divers  auteurs  qui  en  ont  parlé  font  varier  la  date  depuis  le  i^''  octobre  583 
jusqu'au  3  février  626  avant  J.-C.  Pour  Baily  et  Oltmans,  elle  aurait  eu  lieu  le 
3o  septembre  de  l'an  610;  pour  Airy,  le  28  mai  de  l'an  585;  cette  dernière  date 
est  d'accord  avec  celle  de  Pline. 

M.  Newcomb  trouve  que  trois  points  seulement  sont  nettement  établis  : 

Qu'une  bataille  entre  les  Lydiens  et  les  Mèdes  a  été  terminée  par  une  obscurité 
subite  ; 

Que,  le  28  mai  de  l'an  585,  l'ombre  de  la  Lune  a  passé  sur  l'Asie  Mineure, 
ainsi  que  cela  résulte  des  calculs  fondés  sur  les  Tables; 
Enfin  que  Thalès  a  prédit  une  éclipse. 

Mais  que  ces  trois  phénomènes  se  rapportent  à  un  seul  et  même  événement, 
c'est  ce  que  M.  Newcomb  ne  regarde  pas  comme  démontré. 

Il  semble  en  somme  que  les  récits  des  anciens  historiens  sont  trop  vagues 
pour  que  l'on  puisse  s'en  servir  afin  d'éclairer  la  théorie  de  la  Lune;  c'est 
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plutôt  à  la  théorie  de  donner  des  indications  sur  les  dates  des  phénomènes  et 
les  lieux  où  ils  ont  été  observés. 

Cependant,  il  faudrait  avoir  égard  aussi  à  un  Mémoire  important  de  M.  Ginzel, 
Astronomische  Untersuchungen  uber  Finsternisse  (Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Vienne,  ]883  et  1884). 

M.  Ginzel,  après  de  longues  et  patientes  recherches,  a  pu  réunir  des  docu- 
ments concernant  45  éclipses  totales  de  Soleil,  échelonnées  depuis  l'an  346  de 
notre  ère  jusqu'à  l'année  i4i5,  et  dont  2  seulement  avaient  été  discutées  déjà 
par  M.  Celoria;  il  a  trouvé  surtout  de  précieux  matériaux  dans  les  chroniques 
des  monastères  du  moyen  âge.  Il  n'est  pas  question  d'heures  exactes  pour  les 
phases;  on  se  borne  à  dire  qu'en  tel  lieu  le  Soleil  a  été  éclipsé,  et,  dans  un  assez 
grand  nombre  de  cas,  qu'on  a  vu  apparaître  les  étoiles.  M.  Ginzel  a  conclu  de 
sa  discussion  que  l'accélération  séculaire  adoptée  par  Hansen  devait  être  un  peu 
diminuée,  et  ramenée  seulement  à  11", 47-  H  serait  très  important  d'examiner 
si  ces  éclipses,  principalement  les  17  comprises  entre  les  années  ^33  et  1267, 
dont  l'époque  moyenne  diffère  peu  de  celle  qui  correspond  aux  éclipses  arabes, 
peuvent  être  représentées  avec  une  accélération  de  6"  à  7",  et  en  appliquant  au 
moyen  mouvement  de  Hansen  la  correction  que  nous  avons  indiquée.  Mais  je 
pense  que  nous  devons  faire  un  choix  dans  les  documents  :  M.  Ginzel  a  pour 
telle  éclipse  totale,  celle  de  ii33,  par  exemple,  78  récits,  de  l'ensemble  des- 
quels il  déduit  une  correction  moyenne  de  la  zone  de  centralité;  il  vaudrait 
peut-être  mieux  garder  ceux  des  récits  qui  sont  très  nets,  qui  affirment  que  l'on 
a  vu  les  étoiles,  les  discuter  séparément  et  laisser  les  autres  de  côté.  11  s'agirait 
de  voir  si,  avec  les  corrections  indiquées  pour  et  ^s,  l'éclipsé  reste  totale 
dans  les  lieux  où  l'on  a  dit  nettement  qu'elle  l'était. 

11  nous  faut  parler  des  recherches  de  M.  Schjellerup  sur  les  anciennes  éclipses 
chinoises  (voir  Copernicus,  t.  1,  p.  4i-47);  i^ais  les  données  sont  ici  très  peu 
précises.  L'auteur  parle,  en  effet,  de  36  éclipses  de  Soleil  mentionnées  dans  les 
Annales  de  la  Chine,  et  il  en  choisit  3  qui  sont  mentionnées  comme  ayant  été 
totales,  dans  les  années  708,  600  et  548  avant  J.-C.  Les  mois  dans  lesquels  on 
les  a  observées  ont  dû  être  corrigés,  pour  les  deux  premières.  Il  arrive,  en  outre, 
que  ces  éclipses  ne  sont  pas  très  bien  représentées  par  l'accélération  de  Hansen; 
il  est  vrai  qu'elles  le  sont  encore  plus  mal  avec  celle  de  MM.  Adams  et  Delaunay, 
car  il  faudrait,  pour  avoir  des  éclipses  totales,  changer  de  3o°  la  longitude  du 
lieu  où  l'on  suppose  qu'elles  ont  été  observées.  Le  résultat  n'est  guère  meilleur 
en  adoptant,  avec  Airy,  la  correction  ^n  =  —  36".  Il  ne  semble  pas  qu'on  puisse 
en  tirer  une  conclusion  assurée  pour  ou  contre  l'accélération  théorique. 

183.  Nous  pensons  que  la  question  peut  se  diviser  en  deux  autres,  celle  de 
l'accélération  séculaire  et  celle  d'une  ou  de  plusieurs  inégalités  à  longues 
périodes,  encore  inconnues.  On  peut  laisser  de  côté  la  fixation  du  coefficient  de 
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l'accélération  séculaire,  car  elle  ne  joue  qu'un  rôle  secondaire  quand  il  s'agit 
de  la  comparaison  des  observations  des  deux  derniers  siècles. 

Mais,  quelle  peut  bien  être  la  cause  des  inégalités  à  longues  périodes  que 
cette  comparaison  met  en  évidence?  On  pouvait  penser  que  les  inégalités  prove- 
nant de  l'action  des  planètes  n'avaient  pas  encore  fait  l'objet  d'une  recherche 
systématique  suffisamment  étendue.  Le  Mémoire  de  M.  Radau,  qui  a  paru  dans 
le  Tome  XXI  des  Annales  de  l'Observatoire,  et  dont  nous  avons  rendu  compte  dans 
le  Chapitre  précédent,  répond  à  cette  question;  il  paraît  bien  établi  qu'en 
dehors  de  l'inégalité  qui  dépend  de  i6T  —  i8V,  il  n'en  existe  aucune  dont  le 
coefficient  dépasse  une  fraction  de  seconde.  Néanmoins,  l'ensemble  des  inéga- 
lités nouvelles  et  des  corrections  des  anciennes,  signalées  par  M.  Radau,  mérite 
d'être  pris  en  considération,  car  leur  somme  peut  s'élever,  en  certains  cas,  à 
plusieurs  secondes  d'arc;  ce  qui  est  très  important  quand  on  songe  que  Delau- 
nay  s'était  préoccupé  des  millièmes  de  seconde  dans  les  coefficients  des  inéga- 
lités solaires.  Cela  n'explique  pas  les  désaccords,  mais  permet  de  les  régulari- 
ser, et  de  mettre  mieux  en  évidence  les  inégalités  qui  sont  encore  inconnues. 
Enfin  il  y  a  peut-être  lieu  de  se  préoccuper  de  la  convergence  des  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  de  m. 

Nous  rappellerons,  en  terminant,  que  la  correction  totale  apportée  par  M.  New- 
comb  aux  Tables  de  Hansen  est 

A  =  —  i",  i4  —  29",  17  i  —  3",86^2_  V2  —  o",09  sinA  —  i5",  49COSA, 

OÙ 

A  =  i8V  —  16Ï  — 

t  est  le  temps  compté  en  siècles  à  partir  de  1800.  La  formule  empirique  à 
laquelle  nous  sommes  arrivé  de  notre  côté  est 

A' = -h  24", 24  —  0,240 â5  —  (26", 87  +  1,179(55)  t' -\-às.t'^—Y^^ 
+  (i4",5o-ho,i36â5)sm(i32''x  t") 
+  (  9",  19  4- o,7o6Ô5)cos(i32°  X 

où  t'  et  t"  désignent  des  nombres  de  siècles  comptés  respectivement  à  partir  de 
1700  et  de  17^0.  On  a 

85  =  — 6",o,       t'=t+i,  t"=t+-, 

2 

et  la  correction  devient 

A' =  +25", 68—  i9",8o(^  4-i)  -6",oo(^2+2^  +  i) 

+  i3",67sin(i32°  x  ^  +  66°)  +  4",95  cos(i32°  x  ^+66°)- 
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OU  bien 

A'  =  —  o",  1 2  —  3 1   8o  t  -  6",  00  ^2  -  V2  +  1 4",  54  sin  ( 1 32°  X  i  +  SS» 54')  ; 
t  est  maintenant  compté  en  siècles  à  partir  de  1 800. 

Si  l'on  persistait  à  maintenir  dans  la  comparaison  des  observations  modernes 
l'accélération  de  Hansen,  ce  qui  reviendrait  à  faire  =  o,  il  faudrait,  pour 
représenter  l'erreur  tabulaire  en  1889,  admettre  une  valeur  de  u  comprise  entre 
23°  et  SS'*,  28°  par  exemple,  et  pour  T  une  valeur  peu  éloignée  de  820  ans. 
Pour  fixer  cette  valeur  de  T,  un  nouveau  calcul  serait  nécessaire. 

La  théorie  de  la  Lune  se  trouve  arrêtée  par  la  difficulté  que  nous  venons  de 
développer;  déjà,  à  l'époque  de  Clairaut,  la  gravitation  paraissait  impuissante  à 
expliquer  le  mouvement  du  périgée.  Elle  triomphera  encore  du  nouvel  obstacle 
qui  se  présente  aujourd'hui;  mais  il  reste  à  faire  une  belle  découverte! 


FIN   DU    TOME  III. 
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